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Mémoires de r Académie des Sciences, t. lU, p. xi; 1820 {Histoire de l'Académie). 



Jusqu'à présent il n'est aucun Traité de Calcul intégral où l'on 
ait donné les moyens d'intégrer complètement les équations aux 
différences partielles du premier ordre, quel que soit le nombre des 
variables indépendantes. M'étant occupé il y a plusieurs mois de cet 
objet, je fus assez heureux pour obtenir une méthode générale propre 
à remplir le but désiré. Mais, après avoir terminé mon travail, j'ai 
appris que M. Pfaff, géomètre allemand, était parvenu, de son côté, 
aux intégrales des équations ci-dessus mentionnées. Comme il s'agit 
ici d'une des questions les plus importantes du Calcul intégral, et que 
la méthode de M. Pfaff est différente de la mienne, j'ai pensé qu'une 
analyse abrégée de cette dernière pourrait intéresser les géomètres. 
En conséquence, je l'expose ici, en profitant, pour simplifier l'exposi- 
tion, de quelques remarques faites par M. Coriolis, ingénieur des 

(f^) Noie rédigée par l'auteur sur lo dernier de ces deux Mémoires, 27 janvier \%\^. 
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Ponts et Chaussées, et de quelques autres qui me sont depuis peu 
venues à Tesprit. Ainsi simplifiée, la méthode dont j'ai fait usage 
fournit, à ce qu'il me semble, la solution la plus simple que l'on puisse 
donner de la question proposée. On en jugera par les considérations 
suivantes. 

Supposons, pour fixer les idées, que l'équation aux différences par- 
tielles proposée renferme, avec les trois variables indépendantes .r, 
X, 3, une fonction inconnue u de ces trois variables, et les dé- 
rivées partielles /?, q, r de la fonction w, par rapport à ces mêmes 
variables. 

Pour que la valeur de u soit complètement déterminée, il ne suffira 
pas de savoir qu'elle doit vérifier l'équation donnée aux différences 
partielles. Il sera, de plus, nécessaire d'ajouter une condition; par 
exemple, d'assujettir la fonction u à recevoir, pour une valeur donnée 
x^ de la variable x, une certaine valeur, fonction des variables j' et s. 
La fonction dej et de 5, dont il est ici question, pouvant être choisie à 
volonté, est la seule fonction arbitraire que doive renfermer l'intégrale 
générale de l'équation aux différences partielles. Il est d'ailleurs facile, 
à l'aide des principes déjà connus, de ramener l'intégration de cette 
équation aux différences partielles, à l'intégration de cinq équations 
différentielles entre les six quantités 

•^» yy s, Uy q, r, 

considérées comme fonctions d'une seule variable ; et toute la difficulté 
se réduit à savoir ce que l'on doit faire des cinq constantes arbitraires 
introduites par l'intégration des cinq équations différentielles. Or, la 
méthode que je propose consiste à éviter l'introduction de. ces con- 
stantes, ou plutôt à remplacer les constantes arbitraires par des valeurs 
particulières, attribuées aux inconnues y^ z, u, y, r, et à intégrer les 
cinq équations différentielles, de manière que, pour x = Xq, on ait 
r = Vo, z = 5q, u = Uf^, q = q^, r= Tq; r^,, z^^ désignant deux nouvelles 
variables, w^ une fonction arbitraire de ces mêmes variables, sem- 
blable à la fonction arbitraire de y et de z, qui représente la valeur 
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de u pour x =^ Xq, et q^, r„ les deux dérivées partielles de m© relatives 
à r^, et à So- Si, entre les cinq équations intégrales ainsi obtenues, on 
élimine q et r, il ne restera plus que trois formules, dont le système 
sera propre a représenter l'intégrale générale de l'équation aux dif- 
férences partielles. Ces trois formules renfermeront les quantités 
variables x, y, z, u; la quantité constante x^, les deux nouvelles 
variables jo» ^o» ^^ 1^ fonction arbitraire de ces nouvelles variables re- 
présentée par Wo» ainsi que ses dérivées du premier ordre relatives à r„ 
et à Zq. Ce n'est qu'après avoir fixé ia fonction arbitraire dont il s'agit 
qu'on pourra, en éliminant les nouvelles variables r^, 2^, obtenir 
l'équation finie qui détermine u en fonction de x,y, z. 

Rien n'empêche de conserver dans le calcul, avec les quantités 
variables x, y, s, u, q, r, la quantité/?; si l'on observe d'ailleurs qu'on 
peut échanger entre elles, relativement aux rôles qu'elles jouent, les 
variables indépendantes a?, v, :;, on obtiendra, pour l'intégration géné- 
rale d'une équation aux différences partielles à trois variables indépen- 
dantes, et même à un nombre quelconque de variables, la règle qui 
suit : 

Substituez, par les moyens ordinaires, à l'équation aux différences 
partielles donnée, autant d'équations différentielles du premier ordre 
(moins une) qu'elle renferme de quantités variables, y compris les 
variables indépendantes, la fonction inconnue et ses dérivées partielles. 
Les variables indépendantes seront traitées symétriquement dans les 
équations différentielles dont l'une pourra être remplacée par l'équa- 
tion aux différences partielles données. 

Cela posé, intégrez les équations différentielles dont il s'agit, par 
rapport à toutes les variables qu'elles renferment, à partir de certaines 
limites que vous considérerez comme de nouvelles variables, assu- 
jetties aux mêmes relations que les premières. Regardez ensuite, dans 
les équations intégrales obtenues, l'une des nouvelles variables indé- 
pendantes, comme réduite à une quantité constante, et les autres 
comme devant être éliminées. Vous aurez un système de formules 
propres à représenter l'intégrale générale de l'équation aux différences 
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partielles données. Ces formules ne renferment qu'une seule fonction 
arbitraire avec ses dérivées partielles du premier ordre, savoir la nou- 
velle variable qui correspond à la fonction inconnue, et que l'on doit 
considérer comme une fonction arbitraire de celles des nouvelles 
variables qui doivent être éliminées. 



SUR 



LA RÉSOLUTION ANALYTIQUE 



DES 



ÉQUATIONS DE TOUS LES DEGRÉS 

PAR LE MOYEN DES INTÉGRALES DÉFINIES. 



Mémoires de l'Académie des Sciences, t. IV, p. xxvi; 1824. (Histoire de V Académie.) 



On a fait beaucoup de tentatives pour obtenir la solution des équa- 
tions littérales d'un degré supérieur au quatrième. Toutes ces tenta- 
tives ont été inutiles; et même un géomètre italien, M. Rufliini, a 
démontré, dans ces derniers temps, qu'il était impossible de trouver, 
pour la solution de l'équation générale d'un degré supérieur au qua- 
trième, des formules analogues à celles qu'on a découvertes pour les 
quatre premiers degrés. Il ne reste donc aucun espoir d'exprimer les 
racines d'une équation de degré quelconque par des fonctions irra- 
tionnelles des coefficients de son premier membre. Toutefois, avant de 
renoncer pour toujours à présenter ces racines sous une forme finie, il 
convenait d'examiner si l'on ne pourrait pas les réduire à des intégrales 
définies, qu'on a tant de moyens de réduire en nombres. Telle est la 
question que s'est proposée M. Cauchy. Déjà, en i8o4, M. Parseval avait 
essayé de la résoudre en suivant, à l'aide d'un artifice très ingénieux, 
la suite donnée par M. Lagrange pour la résolution d'une équation 
algébrique ou transcendante. 

OEuvrcs de C. — S. l, t. U. 2 
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Les calculs de M. Parseval étant fondés sur la considération de séries 
dont la convergence n'est pas toujours assurée, les résultats auxquels 
il parvient ne pourront être considérés comme établis généralement 
d'une manière rigoureuse. Aussi l'auteur ayant cherché à les vérifiera 
posteriori, dans le cas où l'équation proposée a toutes ses racines réelles, 
a-t-il reconnu que, dans cette hypothèse même, l'intégrale qu'il sub- 
stitue a la suite de M. Lagrange ne représente une des racines que sous 
certaines conditions. La méthode de M. Cauchy, fondée immédiatement 
sur la propriété d'une classe d'intégrales définies, conduit facilement à 
la solution du problème dans tous les cas possibles. Nous no«s borne- 
rons aux principaux résultats : 

I** Lorsqu'une équation a toutes ses racines réelles, chacune de ces 
racines peut être exprimée par une intégrale définie. Cette intégrale 
renferme deux constantes arbitraires entre lesquelles on suppose com- 
prise la seule racine dont il est question. Du reste, ces deux constantes 
peuvent varier comme on voudra, sans que l'intégrale change pour cela 
de valeur. Si les deux constantes s'écartent l'une de l'autre, de manière 
que deux, trois ou quatre racines soient comprises entre elles, l'inté- 
grale définie exprimera la somme de ces deux, trois, quatre racines, etc. 

2** lorsqu'une équation a en même temps des racines réelles et des 
racines imaginaires, on peut encore représenter chaque racine réelle 
par une intégrale définie qui renferme deux constantes arbitraires, 
pourvu que l'on suppose comprise entre ces deux constantes la partie 
réelle de la seule racine que l'on considère. Cette remarque suffît pour 
montrer en théorie que toute racine d'une équation peut être exprimée 
par une intégrale. Toutefois, comme, dans le cas où l'on veut obtenir 
les valeurs numériques des racines, la détermination des deux con- 
stantes peut entraîner de longs calculs, il est alors préférable d'employer 
le moyen qui va être indiqué. 

On cherchera d'abord une constante unique, inférieure au plus petit 
coefficient positif de v^— i, dans les racines imaginaires. On y par- 
viendra sans peine par la méthode exposée dans la quatrième note de 
la Résolution des équations numériques. Cela posé, il deviendra facile de 
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substituer à l'équation proposée deux autres équations qui aient pour 
racines respectives : la première, les racines réelles de l'équation pro- 
posée, et la seconde, celles des racines imaginaires dans lesquelles le 
coefficient de y^— i est positif. Les coefficients de ces deux équations 
seront des intégrales définies renfermant la seule constante dont on 
vient de parler. On doit même observer que, si toutes les racines sont 
imaginaires, la constante dont il s'agit pourra être supposée nulle. Pour 
fixer les idées, considérons une équation du sixième ou du huitième 
degré dont toutes les racines sont imaginaires. On pourra, d'après ce 
qu'on vient de dire, et sans la recherche préliminaire d'une constante, 
réduire immédiatement cette équation à deux autres du troisième ou 
du quatrième degré. 

Dans toutes les intégrales employées dans cette méthode, la fonction 
sous le signe f est une fonction rationnelle de la variable, qui ne 
devient jamais infinie, et pour laquelle le degré du dénominateur est 
supérieur au moins de deux unités à celui du numérateur. Il en résulte 
que chacune de ces intégrales a une valeur finie et déterminée que l'on 
peut réduire en nombres. Souvent même il sera aisé de la transformer 
en une série très convergente dont les termes suivent une loi connue; 
en sorte que l'on peut immédiatement prolonger cette série autant 
qu'on voudra. C'est ce qui arrivera, par exemple, si l'on considère une 
des équations à trois termes, que l'on ne sait pas résoudre dans le cas 
où toutes les racines sont imaginaires. • 
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Mémoires de l'Jcadémie des Sciences, t. VI, p. 6o3; 1827 



La solution d'un grand nombre de problèmes de Physique mathéma- 
tique exige le développement des fonctions en séries périodiques; par 
exemple, en séries ordonnées suivant les sinus ou cosinus des mul- 
tiples d'un même arc. Dans les séries de ce genre, les coefficients des 
différents termes sont ordinairement des intégrales définies qui ren- 
ferment des sinus ou des cosinus; et, lorsque les intégrations peuvent 
s'effectuer, en raison d'une forme particulière attribuée à la fonction 
qu'il s'agit de développer, on reconnaît aisément que les séries ob- 
tenues sont convergentes. Toutefois il était à désirer que cette con- 
vergence pût être démontrée d'une manière générale, indépendamment 
des valeurs des fonctions. Or, on y parvient facilement en faisant usage 
des formules que j'ai données dans les Mémoires sur les ondes (*), et 
sur les intégrales définies prises entre des limites imaginaires, et rem- 
plaçant, à l'aide de ces formules, les sinus ou cosinus renfermés sous 

(») Lu à l'Académie royale des Sciences, le «27 février 182G. 

(*) ^oir la page l'ii du Mémoire Sur la Théorie des ondes, et la page 29 du Mémoire 
Sur les intégrales définies prises entre des limites imaginaires. {Œuvres de Cauchy, S. I, 
T. I, p. 236, 23; et S. H, T. XV.) 
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le signe Tpar des exponentielles dans lesquelles les parties variables 
des exposants sont négatives. Ajoutons que l'emploi des mêmes for- 
mules fournit le moyen de substituer, dans certains cas, à la série qui 
représente le développement d'une fonction une intégrale définie, et 
que cette substitution produit de nouvelles équations fort remarquables 
dont on peut se servir avec avantage dans les questions de Physique 
mathématique. 

Pour montrer une application de ces principes, considérons la série 



(0 






Il est facile de reconnaître : i® que la fonction représentée par cette 
séire ne varie pas, quand on fait croître ou diminuer x d'un multiple 
de a; 2^^ que cette fonction, entre les limites x = o, x = a, est équiva- 
lente au produit a/( a:). En effet, si l'on désigne par e un nombre infi- 
niment petit, et si l'on pose 6 = i — £, la série (i) pourra être remplacée 
par la suivante 

= /Wd{^-^ HE -=z/Wdix+ ^ -ni>-)dy. 



=/■[■ 



I 



^-12,._,H/-._^ ^"-^''v/^.ej 



~\/WdlJ.. 



Or, étant très rapproché de l'unité, et x étant compris entre zéro 
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et al l'expression 

I I 



n- 



^_î£u._,,^_^ .V'-f^'v^'.e 



sera sensiblement nulle, excepté quand ix différera très peu de x. Par 
suite, la dernière des intégrales relatives à [x pourra être prise entre 
deux limites très rapprochées de x. Or, si Ton fait [x = ic -h e^p et 
6 = I — £, cette intégrale sera réduite sensiblement à 



/(^) / / H \div = a/{x). 



On aura donc, entre les limites x t= o, x = a^ 

l/(^)=^y AF-)^F'-^lf cos^ (x-- II) fiix) dix 
/ -hj cos -^ {x — il) f (il) dix -h.... 

La série précédente peut être fort utilement employée dans plusieurs 
circonstances. Mais il importe de montrer sa convergence. Or, pour y 
parvenir, il suffit de rappeler qu'on a généralement, lorsque la fonction 

(p([x -h V V— i) s'évanouit pour v = oo, 

I (?(ii)dii 

et, lorsque la fonction (p(ui-hvv/— i) s'évanouit pour v = — oo, 

I ^^J^ [T(«-vv/:r7)^cp(-vv/31)]^v-a7rv/:riV;^j(cp(^))). 
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Si, dans la première de ces équations, on pose 

b étant une quantité positive, et f([x) une fonction qui reste finie pour 
toutes les valeurs réelles et imaginaires de [x, on aura 



(5) 






Si Ton suppose, au contraire, 

9(^)r=e-W=^f(fx), 



on aura 



(6) 



( f e-^l*V^f(|JL)t/|JL 

V — I « -^ 



Cela posé, revenons à l'équation (2). Cette équation, pouvant s'écrire 
comme il suit : 



(7) 






-" -^(^.-.r,^ 



(8) 



+^ r* "'^ /(f.)dfx+..., 

on en déduira, à l'aide des équations (5) et (6), 

f [^V^'-'v^ /(«_vs/31)_,--^/(_vv^Z7)|r-^rfv+... 



^/ U""' e"" +...j[/(a-vv/:ri)_/(_vv/3T)]rfv, 



(9) 
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et, par suite, 



+ _L r"r /(« + vv/^)-/(vv/=^) /(a-vv/^)-/(-vv/=^) 1^. 

au — I / I — xJ^^x — V X/--1 — V I 

^ / L e" *^ c" — I e " ^ c* —I J 

La sévie comprise dans le dernier membre de la formule (8) a évi- 
demment pour terme général 

(lO) ) "^ ' 

j=e-"^' f r— 7/(a+vv^)_A-vv/=l)]rfv. 

a V — I Jo 



OU, SI 1 on feit V = 5, 

a 



(II) 






» Or, pour des valeurs très grandes de /i, chacune des intégrales com- 
prises dans l'expression (i i) se réduira sensiblement à 

/(«)-/(o), 

et cette expression elle-même à 

(.a) __l_[/(«)_/(o)]sini^. 

Or, il est clair que la série qui aura pour terme général l'expres- 
sion (12) sera une série convergente. 

11 est essentiel de remarquer que la formule (9) peut se déduire 
immédiatement des équations (3) et (4). En effet, on a, en vertu 



(i3) 
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de ces équations, en supposant ce renfermé entre les limites o 
et a. 

Or, il suffît d'ajouter ces dernières équations pour retrouver la for- 
mule (lo). 

Si l'on remplace x par a, dans les intégrales relatives à [x que ren- 
ferment les équations (i3), on tirera des formules (3) et (4) 



('4) ' • 



/ 

«/o 



— V 
C —I 



puis, en ajoutant, 



(i5) 



-p"'^-^/'^-^ 



+ v^/=7)-/(vv/37)-/(^-vv/-,)+/(-vv/— ;) 

tic ** 



e" — I 



f[/(«)-^/(o)]. 



On aura donc 



/' V(a-f-vv/~i)~/(a~vv/-r)-/(vs/^r7)^/,-,v^/37) e/v 
(,6) /-' ^ e" -I 



= f[/(«)-^/(o)]-y' /(F)^F. 



La formule (|G) parait mériter l'attention des géomètres. Elle com- 
prend, comme cas particuliers, des formules connues. Si Ton fait, par 

OF.uvres tie C. - S. I, t. II. 3 
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exemple, /(a?) = x^, elle donnera 



/ 



'0 

puis, en prenant a = 2ir, 



e" — I 






Nous terminerons en observant que la théorie des intégrales singu- 
lières suffit pour déduire la formule (i6) de la formule (9), quoique au 
premier abord ces deux formules ne paraissent pas d'accord entre elles. 

Posl-scriptum. — Dans les formules (3) et (4)f le signe ^, placé 
devant la fonction 9(5), indique, conformément aux notations adoptées 
pour le calcul des résidus des fonctions, la somme de plusieurs résidus 
de la fonction <p(s), c'est-à-dire, en général, la somme de plusieurs des 
valeurs du produit £ç(s -+- 1) correspondant à des valeurs infiniment 
petites de £, et à des valeurs finies, réelles ou imaginaires de 5, qui 
vérifient l'équation 

(«7) -T-x=0- 

Les limites placées à droite et à gauche du signe ^ sont les quantités 
entre lesquelles doivent rester comprises : i^ les parties réelles; 1^ les 
coefficients de sj— i dans les diverses valeurs de z tirées de l'équa- 
tion (17). Ajoutons que la démonstration donnée ci-dessus de la con- 
vergence de la série (i) suppose évidemment : i** que l'équation (2) 
peut être remplacée par l'équation (8), ce qui a effectivement lieu 
quand la fonction /((x) conserve une valeur finie pour toutes les va- 
leurs finies réelles ou imaginaires de (x; 2** que l'expression (11) ne 
devient pas indéterminée pour des valeurs infinies de a?, ce qui arrive- 
rait, par exemple, si l'on prenait /(s) = e*\ Si ces conditions n'étaient 
pas remplies, la série (i) pourrait devenir divergente. C'est, en parti- 
culier, ce qui aurait lieu, si l'on prenait 
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puisque alors le terme général de la série (i), ou l'intégrale 

1 I cos — (x — a) !- 



^0 



(a — 2fx)* 



aurait une valeur infinie. 

Observons encore que, si Ton veut obtenir sous forme finie le reste 
de la série comprise d^ns l'équation (2), il suffira de remplacer, dans 
la fgrmule (10), les produits 

par les fractions 

xJ^^ V Ji-J—l V 



Après ce remplacement il deviendra facile, quand la série (i) sera 
convergente, d'assigner des limites entre lesquelles soit renfermé lé 
reste dont il s'agit. 



SECOND MEMOIRE 

Sl'R 

L'APPLICATION DU CALCUL DES RÉSIDUS 

AUX QUESTIONS DE PHYSIQUE MATHÉMATIQUE {')• 



Mémoires de l'Académie des Sciences, t. Vil, p. 4<J3; 1827 



J'ai montré dans divers Mémoires comment on peut déterminer par 
le calcul (les résidus les constantes arbitraires et les fonctions arbi- 
traires que comportent les intégrales générales des équations linéaires 
différentielles ou aux différences partielles, et dans l'un de ces Mémoires 
j'ai indiqué un moyen général de développer une fonction de x en une 
série d'exponentielles dont les exposants soient respectivement propor- 
tionnels aux diverses racines d'une équation transcendante. Cette 
dernière question, qui se présente sans cesse dans la Physique mathé- 
matique, avait été résolue dans des cas particuliers, à l'aide d'intégra- 
tions par parties. J'ai fait voir comment on pouvait étendre k un plus 
grand nombre de cas la méthode déjà employée par les géomètres et 
en même temps j'ai déduit du calcul des résidus une solution générale 
et rigoureuse de la même question, dans un Mémoire publié en 
février 1827. Cette solution exige seulement : i** que la fonction qui 
forme le premier membre de l'équation transcendante puisse se par- 
tager en deux parties, dont le rapport soit nul pour des valeurs infinies 

(*) Lu à rAcadémio des Sciences, le 17 septembre 1827. Un premier Mémoire sur le 
même sujet a été imprimé séparément et publié en février 18*27. {OEuvres de Cauch/, 
S. U, T. XV.) 
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positives de la variable r comprise dans cette fonction, et infini pour 
des valeurs infinies négatives de la mêroe variable; 2*^ que le rapport 
de la première ou de la seconde partie à la fonction totale, étant mul- 
tiplié par une certaine exponentielle, il en résulte un produit qui 
s'évanouisse pour des valeurs infinies mais réelles de r, et dont le 
quotient par r s'évanouisse encore pour des valeurs infinies réelles ou 
imaginaires de la mêtne variable. Comme ces conditions, lorsqu'il 
est possible d'y satisfaire, peuvent être remplies d'une infinité de 
manières, la question admet une infinité de solutions diverses; ce qu'il 
était facile de prévoir, attendu qu'il existe une multitude de séries 
d'exponentielles dont la somme est égale à zéro. Au reste, on peut 
encore résoudre la question que je viens de rappeler, à l'aide de plu- 
sieurs'autres méthodes. L'une de ces méthodes est celle que M. Brisson 
vient d'exposer dans un Mémoire, présenté le 27 août dernier, mais 
auquel il travaillait depuis longtemps. Elle consiste a généraliser la 
formule qui fournit l'intégrale d'une équation différentielle linéaire à 
coefficients constants et de l'ordre n, entre œ et y, quand on connaît 
les valeurs de y, y\ y", ..., y"~*^ correspondant à une valeur par- 
ticulière a?o de la variables?. Cette formule, qui se déduit aisément de 
Tanalysef employée par Lagrange dans les Mémoires de r Académie de 
Berlin pour l'année 1775, peut subir diverses métamorphoses, après 
lesquelles elle devient, quand on suppose a? = oc, éminemment propre 
au développement d'une fonction en série d'exponentielles. Alors, en 
effet, la variable principale j se trouve représentée par une semblable 
série; et, si la généralisation de la formule dont il s'agit est légitime, 
y doit se réduire à une fonction qui reçoive, avec ses dérivées suc- 
cessives, les valeurs particulières données pour x =Xq. Toutefois, il 
importe d'observer : i** qu'il existe une infinité de fonctions propres à 
remplir cette dernière condition; 2"* que la formule, établie pour des 
valeurs finies de x, peut devenir inexacte dans le passage du fini à 
l'infini. Ces difficultés disparaissent devant une quatrième méthode 
qui a toute la rigueur des deux premières et s'applique non seulement 
au développement des fonctions en exponentielles, mais encore à une 
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multitude de questions du même genre. Cette dernière noéthode, qui se 
déduit immédiatement du calcul des résidus, est fondée sur le principe 
dont j'ai déjà fait usage pour déterminer les constantes arbitraires 
comprises dans les intégrales des équations différentielles. Pour la 
faire mieux saisir je commencerai par résoudre la question sui- 
vante : 

Problèbie I. — Soient 

F(r) et f(a:, y, . . ., r) deux fonctions de r et de x^ y^ ... qui restent 

finies Vune et Vautre pour des valeurs finies de r; 
p une constante déterminée; 
r^^ r^^ ...les racines de V équation algébrique ou transcendante 

(I) F(r) = o. 

On propose de développer la fonction f(a?, j, ..., p) en une série de 
la forme 

R,, Rj, ... étant des fonctions semblables des racines r^^ r.^, 

Solution. — Pour résoudre le problème qu'on vient d'énoncer il 
suffira évidemment de trouver une fonction ç(r) qui demeure finie 
elle-même pour des valeurs finies de r, et qui soit propre à vérifier 
l'équation 

(3) f(^,^>,...,p)^^- p^^Ty^j 

Or, on a identiquement 

(^) f(-.^ ^) = L '^7r-9f ' 

et, par suite, Péquation (3) pourra être réduite à 

... c fÇ-Pyr, ...,r) _ p <p(r)f(j?, V, ...,r) 

^^ ^ ((/--P)) ~^ ((F(r))) 
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ou, ce qui revient au même, à 

(6) r ir-p)9ir)-F(r) 

(*») «- (((r-p)F(r))) r(^.r---.'-)-o- 

Or, si l'on pose 

(7) ' (r-p)<f{r)-¥{r)=x{r), 

on en tirera 

(8) ,(.) = £(il^, 

et, pour que la fonction ^(r) reste finie tant que la variable r Test 
elle-même, il faudra que Ton ait 

(9) F(p)^-X(p)=o 

et, par suite, 

^(,)^ F(0-F(P) ^ ^(^)-X(P) , 
r~p r — p 

OU, pe qui revient au même, 

^(r) désignant une fonction qui ne devienne pas infinie pour des va- 
leurs finies de la variable. Si Ton adopte la valeur précédente de r, la 
formule (6) deviendra 

^ '^ <- (((r-p)F(r))) *^"^'-^ '^-^' 

et, si Ton suppose, en particulier, ^(r) = o, . 

(«2) ©(') = — 7'^^ — ' 

elle se trouvera réduite à 

(i3) F(p) r ^(-^>y>-"^^) - o. 

^ ^ ^^^^(((r-p)F(r))) 
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Or, cette dernière se trouvera vérifiée, pour les systèmes de valeurs 
des variables x, y, ... compris entre certaines limites, si entre ces 
limites le rapport 

f(>r, y r-hsv/=n) 

s'évanouit pour des valeurs infinies, positives ou négatives, de Tune des 
variables r, s, et si le quotient de ce rapport par r -h s yj — i s'évanouit 
lui-même pour des valeurs infinies et réelles de r et de s. Donc, alors 
l'équation (3) sera vérifiée par la valeur de z(r) que détermine la for- 
mule (î2), et l'on aura, en supposant les variables a-, v, ... renfermées 
entre les limites dont il s'agit, 

^'^^ t(^,7,...,p)_J^ ^_^ ((F(r))) 

Corollaire /. — Si Ton pose, en particulier, 

f(j:, j, ..,.r)=:e'*-', 
la formule (i5) donnera 



(,6) 



^px^ r ^(^)~^^(p) _£: 



(17) 



r^p ((F(r))) 
Cette dernière équation suppose que le rapport 



F(r-h5v/^) 



s'évanouit pour des valeurs infinies et réelles, positives ou négatives, 
de l'une des variables r, 5, et que le quotient du même rapport par 
r-h s\ — i s'évanouit pour des valeurs infinies et réelles de r et de s. 
La première condition sera remplie, en particulier, si le rapport 

(18) 



¥(r) 



s'évanouit pour des valeurs infinies et réelles, positives ou négatives, 
de la variable r. 
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Corollaire II. — L'équation (i5) peut être présentée sous différentes 
formes, entre lesquelles on doit distinguer la suivante : 



f(x, /,..., r) r F[r 4- X(p - r)] dl 

1= r i^ 



(,9) f(a-,v,...,p)-^- ((F(r))) 

En posant f(^'7» . . ., r) = ^-^^ on aura 

e" r F'[r-+-X(p — r)]^ 

Je passe maintenant à la solution d'un second problème dont voici 
renoncé : 

Problème II. — Les mêmes choses étant posées que dans le problème /, 
et u =y(j7, j, -S, . . .) désignant une fonction quelconque des variables 

x^y^z on propose de développer cette fonction en une série semblable 

à celle que renferme l'équation (2). 

Solution. — Pour ramener ce problème au précédent il suffit de 
transformer la fonction u en une intégrale de la forme 

(21) u=^(^(p)î(x,y, ...,p), 
OU 

(22) u= (P(p)f(j?,y, ....,p)^p. 

*^P. 

En effet, après avoir effectué cette transformation, on tirera immé- 
diatement, des formules (19) et (21) ou (22), 

2<p(p) rF[r-hX(p-r)]tA 

(23) .= i:r(.,^,...,.) ^-^^^^^^ , 

ou bien 



f f 9(p)F'[r4-X(p-r)]^^p 



OEuvreê de C. — S. I, t. II. * 4 
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Concevons, en particulier, qu'il s'agisse de transformer la fonction 

en une série de la forme 

Ti, >.^, . . . étant les racines de F(r) = o. On observera d'abord qu'on a 
généralement 

De plus, on tirera de l'équation (20) 



f F'[r-hX(«v/-i-r)]eA 

' «/ 



(^6) e-^=^-i^ ^^^^^ e-. 

On aura donc, par suite, 

(^'> A^)=rU'-^^^^-^ rnnV) : ^" 

ou, ce qui revient au même ( ' ), 

le signe ^ se rapportant à la lettre r, le signe a à la lettre 1, et la va- 
riable l devant être réduite à zéro après les opérations qu'indique le 
signe a. 

(*) Je suppose ici, comme je Tai déjà fail dans les Exercices de Mathématiques, que 
1*01) désigne par la notalion 

l'intégrale double 



h.f^ 1^''^'^'^^'^^^^'^^''^'^'''^^' 
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Evempte. — Si Ton pose 

(29) ^ F(r) = e«'-— I, 

on trouvera 

P(r) = ae*"-, F' [r 4- l((x\/^— r)] = ae«'*<»-^)e«^«^. 

Et comme on a d'ailleurs en posant ^ = o, après les opérations in- 
diquées par a, 

la formule (28) donnera 

a Ç e'^'-i^-^^ /(al) cfk 

(30) /(,.) = ^_JL____ e-, 

puis, en faisant pour abréger a A = a, 

(3.) M^L \^e--.)) — ' 

ce qui est exact. 

D'après ce qu'on a dit, la formule (28) suppose que le rapport 



F(/) 

s'évanouit pour des valeurs infinies et réelles, positives ou négatives, 
de r, ou du moins que le rapport 

F(r-h5v/^) 

s'évanouit pour des valeurs infinies et réelles, positives ou négatives, 
de l'une des variables r, s. La première condition sera remplie, si l'on 
pose F(r) = e^' — 1, quand la valeur numérique de x sera inférieure à 
celle de a. Donc la formule (3i) suppose a7^< a'. 

Concevons encore que l'on propose de transformer la fonction /(a?) 
en une série de la forme 

H, co5r,j?-h Rj eosrjjT-H. . .,* 
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r^, r.j,y ... étant les racines de 

F(r)=o. 

On observera d'abord qu'on a, pour des valeurs positives de a?, 
(Sa) /{x)=~ I j cosoLp. cos (X a: /(il) d<xdii. 

De plus, la formule (19) donnera 

co%rx ( F'[r-+- X(a — r)]c^X 
(33) cos«^=:£ ' ((F(/-))) 

On aura donc, par suite. 



.1 

C0S/\r 



(34) /(.r) = ^r 



/ / cosa]ULF'[r-f->.(a — r)]/(/jL)eAt/«^]UL 



7r«^ ((F(^))) 
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Mémoires de r Académie des Sciences, l. VIII, p. 97; 1829. 



On peut, à Taide d'une formule donnée par Lagrange et de plusieurs 
autres formules du même genre, développer en séries les racines des 
équations, ou les fonctions de ces racines. C'est ainsi que, dans l'Astro- 
nomie, on développe le rayon vecteur de l'orbite d'une planète et l'ano- 
malie vraie en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes de 
l'excentricité. Mais, comme les séries de ce genre ne peuvent être 
utiles que dans le cas où elles sont convergentes, il importait beau- 
coup de fixer les conditions de leur convergence. On n'y était parvenu 
jusqu'à présent que dans quelques cas particuliers, par exemple dans 
le cas où il s'agit de développer le rayon vecteur ou l'anomalie vraie 
d'une orbite planétaire. Ce cas est celui que M. Laplace a traité par 
une analyse fort délicate dans deux Mémoires, dont l'un a été inséré 
dans la Connaissance des Temps de 1828, et dont l'autre vient d'être 
publié tout nouvellement. Il a supposé, pour plus de simplicité, que 
l'anomalie moyenne était réduite à un angle droit, et alors il a trouvé 
que la valeur de l'excentricité, pour laquelle chaque série cessait d'être 
convergente, dépendait de la résolution d'une équation transcendante 
dans laquelle entrait le nombre e. Frappé d'un résultat si digne de 

(*) Lu à l'Académio royale des Sciences, le 3 septembre 1827. 
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remarque, je me suis demandé s'il ne serait pas possible de fixer géné- 
ralement les conditions de convergence de la série de Lagrange, et des 
formules du même genre que j'avais obtenues à l'aide du calcul des 
résidus. Mes recherches sur cet objet m'ont conduit à reconnaître que 
ces conditions peuvent toujours être déduites de la résolution d'une 
équation transcendante qui renferme, comme cas particulier, l'équa- 
tion trouvée par M. I^place. Mais, pour arriver à ce dernier résultat, 
j'ai été obligé de recourir à une méthode très différente de celle qui a 
été employée, dans la théorie du mouvement elliptique, par l'illustre 
géomètre que je viens de citer. Pour donner une idée de cette méthode 
il est nécessaire d'entrer ici dans quelques détails. 

Je considère d'abord une intégrale définie dans laquelle la fonction 
sous le signe /"est imaginaire et composée de deux facteurs, dont le 
premier est une puissance fort élevée et du degré /*, par exemple w", 
a désignant une fonction réelle ou imaginaire de la variable x par 
rapport à laquelle on intègre. Le second facteur ç> peut être pareille- 
ment une fonction réelle ou imaginaire. Cela posé, je prouve que, dans 
le cas où le plus grand des modules de w correspond à une valeur X 

de X, qui fait évanouir la dérivée -^^ l'intégrale proposée est le pro- 
duit de la valeur de u'^v correspondant à 07 = X, par la racine carrée du 
quotient qu'on obtient en divisant la circonférence décrite avec le 
rayon i par le nombre n et par une quantité très peu différente de la 

dérivée du second ordre de l(- ) (*)• Lorsque l'intégrale renferme une 

certaine constante reta néanmoins une valeur indépendante de r, on 
peut disposer de cette constante de manière que. le plus grand module 

de u réponde à une valeur nulle de -r- » et, par conséquent, de manière 

à obtenir la valeur très approchée de l'intégrale que l'on considère. 
Pour y parvenir il suffit de chercher les valeurs de r et de x qui 
vérifient simultanément les deux équations réelles comprises dans 

(0 Dans le cas parliciilier uù les fonctions u, v se réduiseot à des quanlités réelles, le 
résultat que nous indiquons ici s'accorde avec une fornitdc donnée par M. Laplace. 
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Téquation imaginaire 

du 



• 
dx 



Parmi ces valeurs se trouvera nécessairement la valeur demandée de 
la constante r. Donc, cette valeur sera une racine de Téquation trans- 
cendante que fournira l'élimination de x entre lès équations réelles 
dont je viens de parler. 

Je. recherche ensuite les valeurs approchées des différentielles dont 
Tordre est très considérable, quand la fonction sous le signe / ren- 
ferme des fonctions élevées à de très hautes puissances. J'y parviens 
en transformant ces différentielles en* intégrales définies qui ren- 
ferment une constante arbitraire dont leurs valeurs sont indépen- 
dantes. La détermination approximative des différentielles dont il 
s'agit dépend encore de la résolution d'une équation transcendante 
qui fixe la valeur de la constante arbitraire. 

En partant de ce principe, on détermine aisément les conditions de 
convergence de la série de Lagrange et des autres séries du même 
genre, et Ton établit, par exemple, relativement à la série de lagrange, 
une règle de convergence que je vais indiquer. 

Z étant une fonction quelconque de la variable z, on peut attribuer à 
cette variable une infinité de valeurs imaginaires qui aient le même 
module r, et parmi ces valeurs il y en aura une pour laquelle le module 
de la fonction Z deviendra un maximum maximorum. Si^it R le mo- 
dule maximum maximorum de Z, correspondant au module r de la 
variable z. R variera avec r, et l'on pourra choisir r de manière que R 
soit une valeur de Z correspondant à une valeur de r qui vérifie 

l'équation -j^ = o. Dans ce cas, R deviendra ce que nous nommerons 

le module principal Aq la fonction Z. Cela posé, concevons que, par la 
formule de Lagrange, on développe en série la racine z de l'équation 

ou'une fonction quelconque de cette racine. On prouvera, par les prin- 
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cipes ci-dessus établis, que la série obteHue sera convergente ou diver- 
gente suivant que le module principal de la fonction 

Zliî 

sera inférieur ou supérieur à l'unité. 



Au Mémoire dont je viens de donner un extrait j'en ai joint un 
second, dans lequel je détermine le reste de la série de Lagrange, en 
l'exprimant par une intégrale définie. 
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Mémoires (le VJcadémie des Sciences, l. VIII, p. loi; 1829. 



§ 1*"**. — Détermination approximative de l'intégrale 

u et V désignant deux fonctions réelles ou imaginaires de la variable x, 
et n un nombre très considérable. 

Soient X une valeur particulière de x; U, V, U', \\ U", V", ... les va- 
leurs correspondantes de u, v, u\ v\ u\ ç'\ ... et cherchons la partie 
de l'intégrale S comprise entre les limites très voisines 

(2) x^=lX => j? = Xh =• 

On aura, entre ces limites, 

U' U" 

(3) /, = UH-^(a?-X)-+- ^(^-X)*H-..., 

puis, en posant 

(4) ^=X^4=' 

OEuvres de C, — S. I, l. II. ^ 
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on trouvera 

i ^ 1.1 n 

(6) I \ V / 

i/fTx' U' t U'«— LU'' ^» 



On aura donc à très peu près, lorsque n sera très grand, 

(7) M = Ue *^ 
et, par suite, 

(8) /i«=U»e« ^'*" «^' , 
ou, ce qui revient au même, 

(9) //«urU^e'"' ^'^^'e *^' ' L"r-ui:-*'V. 
On en conclura, k très peu près, 

c désignant pour abréger la constante tttt^tjïp v^/^. 

Si, pour plus de commodité, on posait 
(II) u=ze^, 61 U = e^ ou W=i|(U), 

on trouverait sensiblement 

U' — U'^-hUU" 

(12) ir.^w'' — ^L_±i^z=w% 



(«4) 



4) //« = e * r=e ^ «>^Ve« ^ ^^ S 
(i5) / e/«^^d:r=? / e«^ ^"^^ W^^ 
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L'équation (i5) suppose que -— est très petit, ce qui peut avoir lieu, 

même lorsque a prend une valeur considérable, par exemple lorsqu'on 
fait a = \ln,a = yjn, .... Alors on a sensiblement, pourvu que la partie 
réelle de W" soit négative. 



(i6) 



£.-"v*=jf;r'--)"v.,=v^. 



Par suite, si, la partie réelle de W" étant négative, la condition 

(17) W'mo 

se trouve remplie, l'équation (i5) donnera sensiblement 



(.8) / ^ «».rf.= y/_^. 









Si W n'était pas nul, il ne serait pas possible de remplacer l'inté- 
grale 

/"■ 

par 

Car on aurait évidemment 



(19) 









et, a étant très petit par rapport h \jn, les limites de l'intégrale com- 
prise dans le second membre de la formule (19) seraient des infinis de 
même signe. Donc cette intégrale serait sensiblement nulle si la partie 
réelle de W" était négative. Au contraire, si la partie réelle de W était 
positive, l'intégrale comprise dans le second membre de la formule (19) 
deviendrait infinie. 
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Soient maintenant 

et P, P', P', Q, Q', Q" ce que deviennent p, p\ p\ q, (jf , y" quand on 
pose a? = X. On aura 

(21) w=;e»*'=:e''(cos7-+- yZ—i sin^). 

Donc eP sera le module de u. De plus, on trouvera 
(•^Q) W = P-+-Qv/^, W'=P'4-Q'v^^, W^P'+.Q'v/^. 

Donc, si W est nul, on aura 

(Sl3) P'=ro, Q'=.o, 

et, si la partie réelle de W est négative, on aura 

(24) . P'<0. 

Cela posé, soit 

(25) P-'^z— B«, ôrrarclang^, 

B étant une quantité positive ; l'équation (18) donnera . 



v^n Ve"^'*"^^^*^^ / 



f — Tzi cos'0V27r ces V— I sin- h 

1 . hsjn ^ V 2 ^ 2; 

OU, ce qui revient au même, 

r >^ „ ^ V e"'\/27: A (nQ-i)v^l 

(27) / u'*vdjc—- 1= — ces- 0e' *^ 

•\_^ B V^/i 

11 est essentiel d'observer que, en vertu des conditions (23) et (24)» 
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P sera nécessairement un maximum de /?, et e'*= U un maximum de 

6^= u. 

Lorsque P est non seulement un maximum de/?, mais encore la plus 
grande des valeurs de p, correspondant à des valeurs de x comprises 
entre les limites x^^x^^, x = x^, c'est-à-dire, en d'autres termes, 
lorsque P est le maximum maximorum de p, alors il est facile de re- 
connaître que Ton a 

(38) ^=/ u''vda:=(i±e) f ''u'^vàx, 

£ désignant un nombre très petit et qui s'évanouisse avec — Donc, par 
suite, on trouvera 

(29) S = (i±:g)-5 — 7=^-cos*0e' *^ 

Si Ton fait, pour plus de commodité, 

(30) V = A(cose -h yj^^i sinB), 
on aura 

(31) S=:(l±e)-jj p:— cos^^^ *^ 

I* sJn 

' 

Si l'intégrale S a une valeur réelle, on aura nécessairement 
;iQ4-0-^ =0, 

(32) s = CJ±Ob^^^^^cos^0. 

B ^/^ 

On doit toutefois excepter le cas où deux valeurs de x correspon- 
draient au maximum maximorum de p. Admettons cette dernière 
hypothèse, et supposons que, dans le passage de la première valeur 
de rr à la seconde. A, B, P ne varient pas, et que Q, 0, changent 
seulement de signe. L'intégrale S sQra évidemment déterminée par une 
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équation de la forme 

lS= (i±£,)g — -;=— cos'Ôe' "' 

(33) I _ , 

\ +(i±ti)g 1 cessée »^ , 

* que l'on pourra réduire k la forme 

(34) S = (i±£)^^^^î^cos'9cosf«Q + e--). 
• t» v^« \ '»/ 

Si l'on fait, pour abréger, 

(35) e^r^R, 

R sera le module maximum maximorum de la fonction «, et les for- 
mules (32), (34) donneront 

(36) s = (,±0^^^cos'e. 

(37) S = (iib€)-=j- ^— cos*0cos(nQ-+-e )• , 

Il est bon d'observer que la série, dans laquelle S représenterait le 
terme général correspondant à l'indice n, sera convergente quand on 
aura R < i , et divergente quand on aura R > i . 

Ajoutons que, si l'intégrale S rencontre une constante arbitraire r, 
on pourra disposer de cette constante de manière que la valeur a: = X, 
correspondant au module maximum maximorum de la fonction a, 
vérifie non seulement la première des formules (23), mais encore la 
seconde, c'est-à-dire l'équation de condition 

(38) q'=o. 
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§ II. — Sur la détermination approximative de la quantité 

^"^ ^'*- 1.2.3 m dF^ ' 

met n étant de très grands nombres. 

On aura évidemment, quelle que soit la constante r, 

(2) S«=— / r-'"e-'«*/^9(/-+-re'^)[cj(/-+-/-<?'/^)]"e/5, 

puis, en posant m== nit.. 

Cette valeur de S;, coïncidera avec l'intégrale (i) du paragraphe I**", 
si Ton poâe x = s, 

(5) ^v=:l[cj(^-hre//^)]-|Jil(/)-5|jiV^^» 

(6) ^ = «.=;,'-.,'v/i:^= |^__A__^_^Jv/^; 

et la série qui aura pour terme général S^ sera convergente, si le mo- 
dule maximum maximorum de la fonction 

est plus petit que l'unité, quand la constante rest choisie de manière 
que la valeur de s correspondant a œ module vérifie l'équation imagi- 
naire w = o, ou 

(^^ 7—^ /-TX =1^' 
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Soit R ce module et posons, pour plus de commodité. 



(9) +(^) = 



jc"- 



Pour obtenir la quantité R il suffira de chercher les valeurs réelles 
ou imaginaires de a^ qui rendent nulle la fonction dérivée '|'(^)» c'est- 
à-dire les racines de l'équation 

(ro) f\,'(x) = o. 

Soit X = pe'^ une de ces racines. Le module correspondant de 
'|(a:), savoir 

(II) l(p^'^~X 

sera précisément la quantité R, si ce module est la valeur maximum 
maximorum de la fonction ^ipe'^). Or, il y aura, en général, une ra- 
cine de réqua.tion (lo) qui vérifiera la condition précédente. Car, pour 
chaque valeur particulière de la constante r, la fonction 

aura un module maximum maximorum, correspondant à une valeur 
de s qui vérifiera l'équation 

et, si l'on attribue successivement à r une infinité de valeurs distinctes, 
la quantité q' recevra une infinité de valeurs correspondantes, parmi 
lesquelles on en trouvera généralement une égale à zéro. 

La quantité R dont il est ici question, et qui représente toujours l'un 
des modules de K^:) correspondant à une racine de l'équation 

est ce que nous nommerons le module principal de la fonction ^(^). 
Cela posé, on pourra énoncer la proposition suivante : 
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Théorème I. — La série qui a pour terme général 



(12) S« = 



d"\^{e)[t;5(t)y 



1.2.3 m cif* 



m désignant un très grand nombpe qui croît a^^ec n de manière que 
— = [jL conserve une valeur finie, sera convergente ou divergente, suivant 
que le module principal de la fonction , 

w(t H- x) 



(»3) 



xV- 



sera inférieur ou supérieur à l'unité. 

En posant m^ n — i , on trouvera 

I 
^ n 

OU à très peu près, pour de très grandes valeurs de ai, 

Par suite, on déduira immédiatement du théorème I cette autre 
proposition : 

Théorème II. — La série qui a pour terme général 

^'^^ ^«-1.2.3 (Al-,) dv^^ ■ 

sera convergente ou divergente, suivant que le module principal de la 
fonction 

(.5) ^(ii-^J 

X 

sera inférieur ou supérieur à V unité. 

Il est bon d'observer que l'expression {\l\), divisée par n^ deviendra 

OEuvres de C. — S. I, t. II. 6 
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le terme général de la série trouvée par Lagrange, et qui représente la 
valeur de / ^(z)dz, z étant une racine de l'équation 

(i6) z = t-^fn(z). 

Exemple /. — Considérons l'équafton 
(17) z=rt -^cs'mz. 

On aura, dans ce cas, 

i cT(s) = csinc, 
('^) \ zsjt h-jt) __ sin(^H- J?) 

Il reste à trouver le module principal de la fonction 

, , sin(^-Ha^) sin(^ -h /-e*»^) 
<'9> <^—^-=<^ ;;V^5 

Or ce module répond nécessairement à une racine de l'équation 

^r sin(f-f-^) 1 

(.0) _L_£_J = o. 

ou 

(21) e/lsin(^-i- j:) — e/l(^) = 0, 

que l'on peut réduire à 

{22) tang(^-h x) — JT. 

Cela posé, soit d'abord /= -• L'équation(22)deviendra — cota? = a:, 
ou 

(23) iang.rz=— -^. 
On satisfait à cette dernière en prenant 

(24) x = re^>f^Ws/-'i, ^r^^r =y ^=- 
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De plus, le module de la fonction (19) est généralement 

(q5) — à/^tr.in# _j_ g-tr*\ns — 3 çq^ ( 2 / H- 2 T COSv). 

Donc il se réduit, pour / = -, à 



• c 



(26) — .^^irnins ^ g- trains ^ 3 C0S(2rC0S5). 



2/' 



Or, la valeur maximum maximorum de cette dernière quantité est 
évidemment celle qui répond à 5 = -> savoir 



(27) "^"^7" 



Donc la quantité (27), dans laquelle on doit supposer r déterminé 
par la formule 



f>r 4»-r 



est le module principal de la fonction 

sm — h-r 

\2 J COSO? 

(29) -^"-^ ^-^-^ZT' 

Donc la racine z de l'équation 

(30) -5 = — h csin-5 
' 2 

et les fonctions de cette même racine serotit développables en séries 
convergentes par la formule de Lagrange, lorsqu'on aura 

(Si) c <i, ou c< 



(32) 



D'ailleurs, on tire de l'équation (8) 



v/r«--i 



> 



(33) — il— , =v/7ï^. 
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Donc, les séries en question seront convergentes, quand on aura 



(34) c<vV^-7. 

Il reste à calculer approximativement dans la même hypothèse le 
terme général d'une semblable série, par exemple de celle qui fournira 
le développement de ^(z). Or ce terme sera 

^"^^^ ^'•- 1.2.3 (n-i) dP^^ ' 

pourvu que Ton fasse / = - après les différentiations, ou, ce qui revient 
au même, 

'^'' -^„£-(^--)[^^]■- 

Pour comparer cette dernière intégrale à l'intégrale (i) du para- 
graphe I", il faudra faire 

(37) l cos(rc'v^) 

i i*'z=zp-hq\/^^= l[cos(/e'v^)J — [\(r) -^s^—i] -h l(c). 

Cela posé, on trouvera 

(38) 



L cos*(re*v^-*)J 



^» — ^n ^_ ^n 



Par suite, l'équation w' = o donnera 

(39) re'v^ lang( re^^^) 4-1 = 

et se réduira ainsi à la formule (23). De plus, ret ^ étant déterminés 
par la formule (39), ou, ce qui revient au même, par les équations 

,, , 7r e'* — e-'* i 

(40) 5=:-, rn-, 
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la seconde des formules (38) donnera 

On aura donc 

(42) B« = — P^=r«, Q' = o, e=:o, B = r. 

On trouvera de même 

(43) []=e^^<i^^=c ^^ ---IT-V^^' 
et, par suite, 

(44) R = eP= — —— = --==, Q=— -. 
Si Ton fait d'ailleurs 

(45) Vzz:/-v/Crï<|,Y^_^rv/'^W A(cose-hv^^sine), 

la formule (37) du paragraphe I" donnera 



(46) ^n=- — (c ^-cos e . 

Soit, en particulier, 

(47) *(5) = 1 — ccoss. 
On trouvera 

(48) ^'(z) = cs\nz, 

l y = cr v/— I ces ( r s/— i) = cr( )v^— '» 

(49) < , • "" 

(oo) S„=-^^ ^ar c ^-— cos(/j — i) -, 



(5.) 



— — — ^-—-' c ces ( /l — I ) - 

^ 27r nv^/i \ 2r y 2 

= ■ , — p( , ) COS(/J — i)-. 

\/2 7r /Jv/i\yr^ — 1/ ^ 
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La formule (5i) s'accorde avec celle qu'a donnée M. f^place. 
Revenons au cas où / a une valeur quelconque. Alors, en faisant, 
pour abréger, 

(52) X=z/W^, 

on aura 

/tox sin(/-i-a?) 

(53) uznc — ^ i> 

X 

w=p'^qsf^\:= l(c) -hlsin(/-|-x) — l(j-), -^ znx^— I, 

,^, "^^^-P-^^v/=^"^L sin(/H-^) -^j57^^^[ tang(/4-^) "-'J' 
(54) \ 

, d'^w „ . I r I X '\ dx j 

ds^ ^ ^^ li2niç:;(t-hx) sin^t -h x )] ds ^ 

___ r X .r« 1 

"^ Ltang(/-+- j:) sin*(^ -h x) J' 

Cela posé, l'équation fv'= o donnera 

/-cv lang(^-+-a:) , . . 

(o5) — ^^ = 1 ou {^ng{t -h x) =iXy 

et Ton en tirera 

y\n{t -^x) cos(t -{- x) 
' = > 

X 1 

(56) { 

sin*(/ -^ x) _ cos* (t-^ x) I 



(57) W' = P''-hQ''\^^--[i'-(i'^x'-)] = x\ 

Donc, le module principal de l'expression (53) correspondra né- 
cessairement à une racine de l'équation (55) qui rendra négative la 
partie réelle de œ^. Il est clair que cette racine ne peut être réelle. Car, 
dans ce cas, x^ serait réelle et positive. Donc, il faut exclure toutes les 
racines réelles de l'équation (55), et même les racines imaginaires 
dans lesquelles la partie réelle surpasserait (abstraction faite du signe) 
le coefficient de v'— i. Car, si l'on pose 

(58) xz=:a-\-&s/^^jy 
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on aura 

(59) jr* = a»— ê^-haaoy/^.- 

et la partie réelle de x^ ne pourra être négative, si Ton a a^>6^ 
Ajoutons que la valeur a: = a h- ê y/— i , substituée dans l'équation (55), 
donnera 



(^ I __ sin(^ -hg-hêy^^) __ 2sin(^-4- «H- 6v/^)cos(f h- « — 6 y/ — 1 
cos(/ -+- « -h 6 /^) 2 cos(/ -h a 4- 6 v/--^) cos(/ 4- a — g \f^\ 



(60) . . / 

j sin(2^-+- 2a)-h }(e**^— e-*^)v/ — i 

f ^^ . j "i j 

I cos(2^-+- 2a) -+-i(e*^-i-e-*^) 



^ sin(2f 4- 2«) g_ j(e«g— g-«g) 

"" cos(2^-i-2a) -h-*(a*^H-e-*^)' "" cos(2/-h 2a) 4-{(e*^-4-a--*) 

Donc, par suite, si a et ê diffèrent de zéro, Ton aura 

,^ , sin(2^-l-2a) é^^ — e~*^ ^ 

(62) ^^ - = 7-3 >i. 

^ ' aa 4g 

Or, l'équation (62) ne peut subsister, ni pour / = o, ni pour 
/=-, ou 2/ = it, puisque alors le premier membre se réduit à 

db ' dont la valeur numérique est inférieure à l'unité. Donc, dans 

l'un et l'autre cas, il faut supposer a = o; ce qui céduit la seconde des 
équations (61), pour / = o, à 

(63) ^=-7 T-^-k A O" 6 = 0, 

et, pour / = -, à 

(^^> ^-(e«_,-6).-^c::^- 

La formule (64) s'accorde avec la seconde des équations (4o). Quant 
au cas où l'on suppose / = o, il donne à la fois a = o, ê = o, et, par 
conséquent, x = o. Donc alors le module principal de l'exprès- 
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sion (53) correspond à a: = o et se réduit à 

(od) c = c. 

Donc, dans le même cas, la série de Lagrange sera convergente, si 
l'on a 

(66) c<i. 
Exemple IL — Considérons l'équation 

(67) 5 = COS0-^-(5»— 0- 

La série de Lagrange appliquée à cette équation du second degré 
fournira le développement en série de l'une de ses racines, savoir : 

t 

,^tt, I — (1 — 2acosô-+-aM' 
(W) z=z ^ , 

et, si Ton pose, pour abréger, cosô = /, ce développement sera 

^ ^ 2 '1.2 é/^ 1.2.3 n df*-^ 

Ici, la fonction ct(s) étant donnée par l'équation 

(70) TST(5)=:Î(5»-I), 

la série de Lagrange sera convergente lorsque le module principal de 
la fonction 

(71) ^-î^ : = -^ 

J? 2 J7 

sera inférieur à l'unité. D'ailleurs, si l'on pose 

20^" as 
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on aura 

(73) ^=\(u)^\ (^^ -+- l[(^ H- ^y-i] - I (^), 

rf*iv - _ / 13(/-+- îîJ?) j:- r 2^07-4-2^*1'/ 

Par suite, l'équation w' = o donnera 

2/X-h2x' 

^=:±: sin^v^— i; 



et Ton en conclura, en plaçant le signe h- devant sinO v— i» 



(76) { 

1 __ I sinô __ sin0('cosÔ — v^— 1 sinô)^ 

[ v^— I cosô -h v^— I sinô y/— I 

(77) P^=— sin'Ô, B = sin^, Q'=-.sin0cos0, ^t=cotÔ = tang/^- — ôV 

/ ox îT « (^-ha?)'— I a COS29— n-sin2Ôv/^ ^ û . • û y — \ 

(78) U = - ^ — , ^ =ra(cosô-hsniÔV^—i), 

(79) R = «» Q = ^. 

Donc, le module principal de la fonction (71) sera R = a, et la 
série (69) sera toujours convergente pour a<i. On peut en dire 
autant de toute série qui représentera le développement de 

*(5), 

O étant une fonction quelconque, et z étant déterminée par la for- 
mule (G8). 

Si Ton voulait développer, en série ordonnée suivant les puissances 
de a, le radical 

(80) (i — 2acosÔH-a')"S 

OEuvres de C. — S. I, t. H. 7 
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on observerait que ce radical est équivalent à 

(8i) —!— , 



s désignant la racine de l'équation (67) ou 

(82) 5— COS0— ?(5'— = 0, 

qui se développe par la formule de Lagrange. On aurait par suite, en 
observant que la dérivée du premier membre de l'équation (82) est 
précisément i — as, 

(,-2«cos0 + ««r* = i-^ -^ rr 

(83) ( ^^ ^ . 

= r 



ou, ce qui revient au même, 

( 8/ \ ' _ r ' ^ ? r ^'~' ^ fi! r ^'*~')* 

ou bien encore 

(85) 

I Va/ </«(<»— I)" 

[ ^ 1.2.3 n dt" -^•••• 

Ainsi, Ton trouvera, en posant cosO = /, 

^ ' 1 dt 1,2 dl* 

\2/ f/«(f»-. i)^ 

[.2.3 /i dV' ^ 
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Or, cette dernière série sera convergente, lorsque le module prin- 
cipal de la fonction 

a (/-ho:)*— I 



2 



c'est-à-dire la quantité a, sera inférieur à Tunité. 
Soit maintenant 

^^7) ^"-,.2.3 n dT- 

le terme général de la série (86). On aura 

En comparant cette valeur de S;, à l'intégrale (i) du paragraphe l**", 
on trouvera 

s = X, 

On aura, par suite, 

SO" TT 
R = a, Rrrsinô, arclang^j- = 6, 

et Ton tirera de la formule (37) du paragraphe I'*", après y avoir rem- 
placé 6 par 0, 

. (90 S„.= (izh£)— jL=cosiï/i+l)ô--|7rl. 

\/imts\ne L\ 2/ 4 J 

Ce résultat s'accorde avec celui qu'a obtenu M. replace. (Fo/r aussi 
une Note de M. Plana, insérée dans le quatorzième Volume de la Corres- 
pondance astronomique de M. le baron de Zach.) 
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§ m. 

Cherchons généralement la valeur de l'intégrale 



<os.= ^/>.-)[li^)]-.. 



^^l9(0[ij;(i)]" 



1.2.3 n di'^ 



f devant être supposé nul après les différentiations. On déterminera la 
valeur de a: à laquelle correspond le module principal de la fonction 

(a, il£l. 

X 

Soit a; = co cette valeur qui pourra être réelle ou imaginaire. Si Ton 
fait 

ivz=z\{u) = l[4/(re'»'^)] — |(r) — 5v/^, 
et, par conséquent, 

on trouvera 

dx I — 

, dw \f(x) i\dx Kfix) -\ , 

(5j rf*' -V '|<l>(-r)"^lR7T^-*[^i7(7)J (7^ 



rff 



Donc, la valeur o) de a: vérifiera l'équation -^ — o, ou 

/fis f(") 
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et la valeur correspondante de -j-y =/>"-f- q" \J —i sera {voir le §1"') 

(7) w'=P'^Q'v^ = ~î^iV^- 
Quant à la valeur de 

elle sera 

(8) ew=i(^. 

ût) 

Enfin, on aura 

(9) V=r(p(w). 

Cela posé, le second membre de la formule (i8) du paragraphe I" 
deviendra 



(10) ^ 



\/[^] 



Par suite, si le module principal de la fonction 

l(^) 

est réel et correspond à une seule valeur de x, on aura, pour de grandes 
valeurs de n, 

<■■) ^.=<-)(î^)''<"'m'[^]*- 

e désignant un nombre très petit. Mais, si le module principal de ^ 

correspond à deux valeurs imaginaires et conjuguées de la variable a?, 
alors, en posant 

on aura 

(i3) S„=(iil=e)--^12. 
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Exemple. — Soient 

(i4) ?(^) = i, q;(j:)=^^^t£l!ziia, / = cos0; 

on trouvera, 

(i5) w = ±sin0v^=^, 4^(a))~ ^^"^^^'-' «, Y(^) = »* 

Cela posé, si Ton prend 

(i6) w = sinôv/— T, 

on aura 

+ (w) = ^^ —^ « = a, 

,/ X • û cos(- — 0) — sin(- — ô)v/^ 
4;(ot)) _ COS0 r— __ Va / Va / ^ 

iiîî^)=«(cos0 4-v^:^sin0), 
rîî^^|=a'*(cos/ie4-v^^sin/i0), 

et, par suite, 

(17) a + fliv^^- *" j |^cos(«e4---^) + \/=^sin^/<e + --^^J. 

(18) s2=_f!!_cos(/iÔ+^-^). 

(sinô)' ^ " *^ 

Donc, la'formule (i3) donnera 

«" COS («04 j\ 

('9) S„=.(.±e) l^_i^i, 

ce que l'on savait déjà. 
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Supposons maintenant qu'il s'agisse de calculer 

<^^^ ^"^ 1.2.3 (,1-1) dï^^ 

On aura évidemment, pourvu que l'on pose après les différentia- 
tions i= o, 

("'^ ^'*- 1.2.3 n ôF^ 

Donc, pour déduire la valeur de S„ des formules (12) et (i3), il 
suffira de prendre 

(22) (p(x)=zx^'{t'^x)y ^(x)=iw{l-ha:). 

On aura donc 

(23) s,= ^a, 

la valeur de ù étant donnée par l'équation 

Si le module principal de la fonction — — correspondait à une 

valeur unique de x, on aurait simplement 

(20) Sn=-;^r:=wO'(/-hw) — ^ -\ . _\ . ^ • 

V^ï^ l ^ } |_w-cj'(/-hw)J 

Dans le cas particulier où l'on suppose 
(26) 0'(/)=cj(/), 

l'équation (24) se réduit à 

(,,) ,.|-g(i±aO|-'r ^(.-..) 1 ^^^^ ^ 

L ck) J Lw*cj'^(^ -ha))J '^ 

Exemple. — Appliquons les formules (23) et (27) au cas où l'on a 
(28) m{l)=zcs\nl. 
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Dans ce cas, on tire de la formule (6), en y remplaçant ^(oc) par 



(29) 


sin(^-i-&>) 


On trouve, de plus. 




(3o) 


iij( ^ -h (0 ) __ ^ sin {t-h (ù) 


(Mi 6J 


(3i) 





Le second membre de la formule (3i) devant avoir une partie réelle 
positive, la valeur de co, tirée de l'équation (29), doit nécessairement 
être imaginaire. Cela posé, la formule (27) donnera 



(32) 



[csin(/4-c.))]"^' 



(-;3iy=«^"'v/^- 



Si l'on fait, en particulier, t = -9 on vérifiera l'équation (29) en 
prenant 



e»-— e-»* 



(33) (^ = r\f^i, ^ r ' 
et l'on tirera de la formule (32) 

(34) { ^ ^ 

I ( ^''-he-'A"-^» / /i — I / . /i — i \ 

f nz C r CCS TT — y— I SIU 71 , 

Donc, par suite, 

(3d) S2=:r(c ; — j CCS tt; 

et la formule (23) donnera 

(36) S;»=-^— -=r- c ces TT, 

sfl^ \ '^r ) \ 2 y 

ce que l'on savait déjà. 
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Post'Scriptum. — On peut aisément calculer à l'aide des formules 
précédentes la valeur approchée de la différence finie A'^^", lorsque m 
eln sont des nombres entiers, et que, les valeurs de m, n, s étant très 
considérables, les deux rapports — = [ji, - = <; conservent des valeurs 

finies. En effet, on a identiquement, en posant i = o après les diffé- 
rentiations, 

(1) A'«<Ç«= -— =1 — ^ — î— !'— J, 

ou, ce qui revient au même, 

(2) A'"5'»=i.3.3 /iSn, 

la valeur de S^» étant donnée par l'équation 

1 d^ie^^^e^j—i^Y 



(3) S„ = 



1.2.3 n di'^ 



D'ailleurs, pour faire coïncider cette valeur de S„ avec celle que 
fournit l'équation (i) du paragraphe III, il suffît de poser 

Alors l'équation (6) du paragraphe III se réduit à 

et la formule (i i) du même paragraphe donne 

(3) étant la racine réelle de l'équation (5). Comme on a d'ailleurs sen- 
siblement, pour de très grandes valeurs de n, 

, . 1.2.3 n I — 

(7) i =V^^7r, 

« 4-- 

OEuvre» de C. — S. 1, t. H. • 8 



58 MÉMOIRE SUR DIVERS POINTS D'ANALYSE. . 

on tirera de la formule (2) combinée avec les équations (6) et (7) 

L'équation (8) coïncide avec une formule donnée par M. Laplace, et 
'limt j'ai présenté une démonstration nouvelle dans le Mémoire sur la 
runversion des différences finies des puissances en intégrales définies. 
U est d'ailleurs facile de s'assurer : 1° que cette formule subsiste dans 
le cas même où n cesse d'être un nombre entier; 'i"" que, dans le cas 
m s devient négatif, elle fournit, non plus la valeur de la différence 
finie 

( 9) A'".?"— (//i -h 5)" {m ->rs — i)"H- ■ (m -h.v — a)"4-.. ., 

lUais seulement la partie de cette différence qui renferme des puis- 
sances /^•"»*^» de quantités positives. 



MÉMOIRE 



SUR LR 



DÉVELOPPEMENT DE /(O SUIVANT LES PUISSANCES ASCENDANTES DE h, 

Ç ÉTANT UNE RACINE DE L'ÉQUATION 

(l) Z — X — lijs(s)-=o. 



Mémoires de l'Académie des Sciences, t. VllI, p. i3o; 1829. 



§ I". 

Si l'on désigne par ^ une racine de l'équation (i), on aura 

le signe ^ se rapportant à la seule racine que l'on considère. D'ailleurs 

^ z — X — hfn(z) dz 

De plus, si l'on pose 

on trouvera, en différentiant par rapport à 5, 



4^1 ^'im *-4?^r 






5 — X — h(n{z) z — X dz 2 dz 



(5) { _ ■ i, , Aro(s) 
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ou 

I — rtCj'(3).— I — -; i— ^ I 



J 



Donc 



[-_a._/iB>(s)]«p'(«) = | j-f^J -hVi\z)\ ._^ \ 



[nj(3)-(--a:)o'(5)][nT(c,]\ 



(a— x)»+" 

et, par suite, si l'on fait pour abréger 

,,, [CT(s)]''M::)-(8--r)ig'(o)] . x(>) 

(7) z-a:-hw{z) J^'^ - 7^X' 

on aura 

(8) ' 



im 



Concevons maintenant que Ton prenne les résidus des deux membres 
de Téquation (8) par rapport aux seules valeurs de s 

Z — ûCf Z — ^« 

Alors, en ayant égard à la formule 

(y) )<!./(^)-^ — <L/(-)(((=-xr)j 

) I d'»-']f'(x)[m{x)]'^\ 

' i.a.3 (w — I) rfx'"-' ' 
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on trouvera 

I i.a.3 n du—^ "^ «^ (( ( j_Ç)(5_a:)"+'))' 

La série comprise dans le second membre de la formule (lo) est la 
série de Lagrange. Si l'on 'nomme r„^i le reste qui complète cettt série 
prolongée jusqu'au terme qui renferme h", on aura 

(") '•«- = «C(((^_çk'-^)-))''""' 

la valeur de y^s) étant donnée par la formule (7); et, par conséquent, 

^"'' '^--i(((=-x)«(;;-0))"' 

la valeur de '^{s) étant donnée par l'équation 



§11. 

Pour obtenir, sous forme d'intégrale définie, la valeur de r„, il suffît 
de remarquer qu'on a généralement 



(i4) 



^ ^ I ^ i.a.J (/i — 1) ^ 

H i^""*^,^" r f u"-'^ ^^"^z — uiz — x)^du. 

1.2.3 (,1 — 1)/ T L 



Or, si l'on substitue la valeur précédente de '^(s) dans l'équa- 
tion (12), en observant que l'on a, pour toutes les valeurs entières et 
positives de m. 



Ç I _ 



4 



(«7) 




par l'expression 




(.81 ^^- 


-j:)- 


^'^' i.a.3.. 


..(/«-») 
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on trouvera 

j u'^-^^('*)[z — uiz — x)]du 

^'^^ '■"-1.2.3 (/.-!)«- ((--O) ' 

ou, ce qui revient au mémo, 

(i6) r,= ^V r«-'4<"'"[Ç-«(C-x)-]rf«. 

Ainsi, pour obtenir le reste r^ de la série de Lagrange, il suffît de 
multiplier le rapport 



\dii. 



qui représente le reste de la série à laquelle on parvient quand on dé- 
veloppe '1(0 = 'K^ "*~ ^ ~ ^) suivant les puissances ascendantes 
de î^ — a?. Effectivement/(J^) est ce que devient le produit 

quand on y pose 2 = 21, puisque alors ce même produit se réduit à 

De plus, il est facile de s'assurer que 

•( -/(^) + T/'(-^)'^(")^-+ ..,,,...^,..r T) -^ Ji-« ^-^- 

Ainsi, par exemple, si l'on pose /i ~ i, on aura 
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Si l'on pose /i = 2, on trouvera 

Ajoutons que la valeur de r„, donnée par l'équation (16), peut être 
présentée sous la forme 

S désignant une quantité comprise entre les limites x et JI. 
Il est encore essentiel de remarquer que l'on a généralement 

; xsiz)--(z-^.r)fs'(z) __ 1^ hTn(z)-h{z--x)fs'{z) 
1 z — x — hw(z) h z — a: — hfs(z) 

(23) / 

puis, en nommant 

ç. Cl, C„ ... 

les diverses racines de l'équation s — œ — hxs{z) = 0, et supposant 
cette équation algébrique. 



z — .X — hm{z) 2 — Ç -5 — Ç, z — Ç, 

Cela posé, en ayant égard à l'équation (28), on tirera de la for- 
mule (i3) 

et l'on trouvera encore, en ayant égard à la formule (24), 

(26) I =['ij(:)][sj(^)]"-v(^) 



6k MÉMOIRE SUR LE DÉVELOPPEMENT DE /(î) 

§ ni. 

Il est facile de calculer directement la somme 
dans le cas où, la série 

(,8) /(., ?/v)«.(.). ii</:^-^-)iii 



.2 dx 

étant convergente, les fonctions f{x), cr(j?) sont elles-mêmes déve- 
loppables en séries convergentes ordonnées suivant les puissances 
ascendantes de x. Pour y parvenir, supposons d'abord f{x) = x, et 
faisons 

(Q9) x = ^4--nj(a')-^ — *• ^;^. '^ -+-.... 

On tirera de Téquation (29) multipliée plusieurs fois de suite par 
elle-même, en ayant égard à une formule établie dans le premier Vo- 
lume des Exercices de Mathématiques (p. 52) ( ' ), 

' v, . /*r / XI ^^' d\ix\m{x)Y\ 

\^ — x''^-'[ixmi,x)] H ■ !-j '-^-^ -h..., 

j ^ '■* 1.2 dx 

(3o) { I I .a </x 

• f 

v« « ''v n X , M /** d\nx'--'[w{x)-Y\ 
I "- ^1.2 dx 

n étant un nombre entier quelconque; puis, en supposant 
xs{x) =:a„H- ai JT -h a,jr*-t-. . . 

et ajoutant les équations (29) et (3o) respectivement multipliées par a, , 

(') CEuvres de Cauc/ij, S. U, T. VI, p. 71, 72. 
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«2, a,, ..., on trouvera 

l w(X) = ct(^)4- Yf5y'(a:)cy(j:)-h — ^ — 4-... 

et, par suite, X sera une racine de l'équation 

(l) Z — X — hTS{z)-=zOf 

puisqu'on aura 

(32) X — j: — Aiij(X) =o. 

La valeur de X étant déterminée comme on vient de le dire, si l'on 
suppose maintenant 

(33) /(a:) = 6o-f-6,J^H-6,x*H-..., 

on tirera des formules (29) et (3o) respectivement multipliées par b^^ 
6,» 62, ... 

(34) n^)=nx)^^J',x)r.,x)^-^/-^^ 

§ IV. 

Si l'on pose, dans l'équation (10), /(s) = 5, et si l'on admet que 
le reste r^, déterminé par la formule (22) décroisse indéfiniment 

avec -> on aura 

n 

(35) Ç = ^-l- -Ts{x) -+■— ^ -t-.-.. 

Si l'on suppose, en particulier, 

m étant un nombre quelconque, l'équation (i) deviendra 

(36) z — x — /iz"* = o, 

QKuvrei de C, — S. I, t. II. 9 
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et la formule (35) donnera 

I 1.2 ax i .2,6 ax^ 

't ». 2/w ,, - , 3m(3/n — j),, 
I 1.2 I . 2 . ;5 

Or, la série, comprise dans le second membre de l'équation (37), 
aura pour terme général 

(38) /»m(/im~,).. (/im-/i-^2)^^^„^^ 

1 . 2 . 3 . . . /i 

et, si l'on nomme u^ ce terme général, on trouvera, pour de grandes 
valeurs de /i, 

« \ ^///-n *__ ' (nm-Jf m){nm h- m-— i). . .{nni H- i) , ,„_, 

//„ /i H- I (/i/w — /* -h 2 ). . .(/iw — /e -h /?i) ' 

OU, à très peu près, 

(4o) ^^^3-. "nl^^hx'-K 

Il est aisé d'en conclure que, si m est un nombre entier, la série, 
comprise dans le second membre de la formule (37), sera conver- 
gente toutes les fois que la valeur numérique du produit 

m'" 



(m — I) 



sera inférieure à l'unité. Alors, la somme de la série sera très certai- 
nement une racine réelle de l'équation trinôme s — a? — hz'^ = o. 



{■) 



EXTRAIT DU MEMOIRE SUR L'INTEGRATION 

DES 

ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENCES PARTIELLES ''\ 



Mémoires de l'Académie des Sciences, t. !X, p. 97; i83o. 



J'ai montré, dans ce Mémoire, comment les formules que j'avais 
déduites de la théorie des intégrales singulières pouvaient être 
appliquées à l'intégration des équations différentielles linéaires, des 
équations aux différences finies et des équations aux différences par- 
tielles. Les formules que j'ai présentées dans les trois premiers para- 
graphes du Mémoire ont été insérées dans le XIX* Cahier du Journal 
de l'École Polytechnique. Je vais transcrire ici celles auxquelles j'étais 
parvenu dans le quatrième paragraphe, et qui sont relatives à l'inté- 
gration des équations aux différences partielles, linéaires, mais k 
coefficients variables. 

J'ai donné dans le XIX*" Cahier du Journal de V École Polytechnique (^) 
une formule que l'on peut écrire comme il suit : 

Dans cette formule M, N, ... sont des fonctions quelconques des 
variables [jl, v, cy, ...; n désigne le nombre de ces mêmes variables 

(>) Présenté à l'Académie royale des Sciences, le uô mai 1823. 
(») Œuvres de Cauchy, S. H, T. I, p. 3o2. 
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et L le dénominateur commun des fractions qui représentent les valeurs 
de/?, q^r, ... tirées des équations 

d^ c)M dU 



^ dix (^v àrs 



Enfin, (Xo« ^0» ^0» •••'> t*'!» v,,cy,, ... désignent les divers systèmes 
de valeurs de jx, v, ct, . . . propres à résoudre les équations simultanées 

(3) Mnro. N=:0, 

et composés de valeurs de a renfermées entre les limites (x , jx"; de 
valeurs de v renfermées entre les limites v', v" Dans le cas parti- 
culier où Ton suppose 

(4) M = ir— a, N = v--i', ..., 

le nombre des variables a?, y, s, . . . étant égal kn, élu, v, ... repré- 
sentant des fonctions des variables pi, v, cy, ..., on tire de la for- 
mule (i) 

/ ¥(x,r,z, ...) 

Dans cette dernière formule, la fonction Y{u,v,...) remplace la 
fonction /([jL,v, CT, ...); jx\ \l% ...; v', v", ..., sont choisies de ma- 
nière que les valeurs correspondantes de w, Vy ... puissent être con- 
sidérées comme des limites inférieures et supérieures des valeurs 
attribuées aux variables a::, j, s, ... et L désigne le dénominateur 
commun des valeurs de /?, 9^, r, . . ., tirées des équations 



du 


du 


dm 




di' 
^57 


di' 



(6) 

.= 0, 
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Ajoutons que; dans les formules (i) et (5), on pourrait, au lieu 



de oLsj— I, 6v -- I» écrire partout a -h a y^— i, A -4- êy^— i, ..., a, 
b désignant des constantes choisies arbitrairement. 
Concevons maintenant que, 

K, X, Y, ..., T 

étant des fonctions quelconques des variables x, j, 5, . . ., /, il s'agisse 
d'intégrer l'équation aux différences partielles 

de manière que la variable principale © se réduise à 

(8) M^,y,',...), 

pour/ = /,. On présentera l'équation (7) sous la forme 

(9) { 

et la valeur inconnue de ç sous la forme 

(10) <p = [— yr f f r ...e«<'-«>v^e«^J^-')*^...iJ;rfa^fjLcf6cfv..., 

w, t', ..., ^ étant des quantités que l'on supposera fonctions des 
variables (x, v, . . . et t. Soient d'ailleurs 

S, U, V, ..., w 

ce que deviennent 

Ky \f Y, • • • 9 1 > 

quand on y remplace x par w, j par 9 On tirera des équations (5) 



I 



(Il) 
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et(io) 

I 

9 



et 



^- rV 



.-. . dV 



^^=(^)T.x r.x — "-'-'^«'-''-'•••^^''«''''''«''-••' 



(la) 



> 



Enfin, on aura 

(i3) ) /,.«/»• />i^' 



(i4) 



Cela posé, on satisfera évidemment à l'équation (7), en posant 

,^ j[(u-w^).^.(v-w*>v^.... 



Pour que cette dernière équation se vérifie, sans que u, v, 
deviennent fonctions de a, ë, .... il est nécessaire que Ton ait 



(i5) 



U_W^.o. V-W^.o. 
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et 

Si Ton veut, en outre, que ç se réduise à 



(17) /'>(^':^"--) = (7îfy/*/ /"/ •••^«^'-»^^^-*^^^^-'^^.../o(F,v, ...)^a^fxe/6rfv.... 



pour / = /,,, il suffira d'admettre que cette supposition réduit les valeurs 
de w, c . . ., j» à celles que déterminent les formules 

(18) u = ii, v = v, ^J^=/o(fx,v,ro, ...). 

On devra donc alors intégrer les équations simultanées (i5) et (i6), 
de manière que les conditions (i8) soient remplies pour / = t^. 

Pour appliquer à un exemple fort simple les principes que nous 
venons d'établir, supposons qu'il s'agisse d'intégrer l'équation 

do d(p âo 

de manière que l'on ait ç=/o(^»7»5, ...) pour t = o. Dans ce cas 
particulier on trouvera 

\ = x, Y=7, ..., T = /, K = — a, /(a?,y, ...,/) = 0, 

l] = u, V=:t^, ..., W = /, 8— —a, /(w,*-, ...,0 = 0, 

et, par suite, ks équations (i5) et (16) deviendront 

du âv 

— (a-hn)i\t-ht'^ =0. 

En intégrant celles-ci de manière que les conditions (18) soient 
vérifiées pour / = i , on trouvera 

U=lXt, ç=.Vt, ..., ^^=:r«^Vo(i^»V, ...). 
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Cela posé, la formule (lo) donnera 

ce qui est exact. 

Comme toute équation aux différences partielles du premier ordre 
peut être remplacée par une équation linéaire du même ordre qui ren- 
ferme un plus grand nombre de variables, il est clair que la méthode 
précédente peut être appliquée à Tiotégration de toutes les équations 
aux différences partielles du premier ordre. 

En appliquant la même méthode k l'équation linéaire la plus géné- 
rale du second ordre et à coefficients variables, et présentant cette 
équation sous la forme 

on reconnaît qu'on peut toujours disposer de la fonction /(x,t), de 
manière à la rendre intégrable. 

Exempte. — On intègre par cette méthode l'équation 
et l'on trouve pour son intégrale 



EXTRAIT DU MEMOIRE 

8UU QUELQUES 



SÉRIES ANALOGUES A LA SÉRIE DE LAGRANGE, 

SUR 

LES FONCTIONS SYMÉTRIQUES 

ET SUR 

LA FORMATION DIRECTE DES ÉQUATIONS 

QUE PRODUIT L'ÉLIMINATION DES INCONNUES 
ENTRE DES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES DONNÉES («). 



Mémoires de V Académie des Sciences, t. IX, p. io4; i83o. 



Dans ce Mémoire, après avoir rappelé les formules que j'ai données 
dans le XIX* Cahier du Journal de r École royale Polytechnique (^), et 
qui servent à convertir en intégrales définies les sommes des fonctions 
semblables des racines d'une équation quelconque, j'ai fait voir que le 
développement de ces intégrales en séries conduisait h plusieurs for- 
mules remarquables qui comprennent, comme cas particulier, la 
formule de Taylor et la série de Lagrange. Quelquefois les séries 
obtenues se composent d'un nombre fini de termes. Ainsi, par 
exemple, si l'on désigne par a une quantité constante, par m un 
nombre entier, par o{x), î{x) deux fonctions entières de x, dont la 
seconde soit d'un degré inférieur à m et par a;,, a?2, ..., J",n les racines 
de l'équation 

(») Lu à l'Académie royale des Sciences, le 9 août 1824. 
(«) OEuvresde Cauchj, S. II, T. I, p. 3o4. 

OEuvrea de C, — S. I, t. II. lO 
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on trouvera 

©(ar,)-f (p(x,)-l-...-h9(^,«) 

(a) I ■"'^'^^^^"^ 1.2.3 (m — i) da"'-' "^2 1.2.3 (am-i) rfa»'»"» 

"*"3i.2.3 (3/?i — I) da''"-' -^'"f 

et il est clair que le terme général de la série comprise dans le second 
membre de l'équation (2), savoir 



(3) 






n 1.2.3 (nm — i) da""^-^ 



s'évanouira, dès que le nombre lim — i deviendra supérieur au degré 
de la fonction ?'(^)[f(^)]''- 
Si Ton pose, en particulier, 

(4) ! 

( ^=z(x — ry-^- [^rx%\n^z:=i{x -{- ry — 4ra:cos'5, 

l'équation (2) donnera 

9[r(cos2« -h v^— I sin2^)J -h <p[r(cos25 — v^^^sin2«)] 

. . l^r dlr^^'ir)-] . , \i[^ry d^[r^ ^'{r)] . , 

= 39(0- - l^ ' sm>.- - L_^ -L^^sm^. 

(5) { 1.2.3.4.5 cir^ sm.-^... 

z=29(— /•) H ^ ^COS'5.— * .. ! ^j-4 ^C0S*-3 

^ I <//' 1.2.3 t//' 

, i(4/-)' r/»[r»9'(-/-)l 



1.2.3.4.5 ^/'* 



-cos*^ — 



En terminant le Mémoire j'ai indiqué les moyens de composer 
directement l'équation qui résulte de l'élimination de plusieurs in- 
connues entre des équations algébriques. Pour y parvenir, dans le cas 
où l'on considère seulement deux inconnues, il suffit de résoudre les 
deux problèmes que nous allons énoncer. 
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Problème 1. — F(^) désignant une fonction entière du degré m, et 
0?! , a?2f ...^x^les racines de l'équation 

(6) F(x) = o, 

on demande la somme S^ déterminée par la formule 

(7) S„=a:î-hx;H-...H-jr^ 

Solution. — Concevons que le coefficient de af^ dans ^{oc) ait été 
réduit à l'unité; posons, pour abréger, 

(8) V{x)Lx'^^i{x), 

et désignons par k un nombre entier quelconque. Les deux expressions 

h{x) ' '■ ^ ^-* ^ ^^ X'"- r(x) 

seront des fonctions entières de x, la première d'un degré inférieur 
à /w, la seconde du degré /w* — i . De plus, on aura évidemment 

/ V'{x) 11 ■ 'i 

1 t(x) X — X^ X — J7, X — Xm 

(q) < 

V X X^ X^ X**^^ X'*-*^ \X — uT, X — X^J 

et l'on en conclura 

r {X) 
cy(.r) étant un polynôme déterminé par la formule 

et, par conséquent, un polynôme dont le degré ne pourra surpasser le 
plus grand des deux nombres mk — n — 2, (m — i)k — i. Ce degré 
sera donc inférieur à mk — /i — i , si l'on suppose X: =' ou > /i 4- i ; et 
alors il suffira, pour obtenir S„, de chercher dans le développement de 
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l'expression (lo) le coefficient de o?'"^"""*. Donc, si Ton désigne par e 
une quantité infiniment petite, on trouvera 

^^ ''"""1.2.3 (myt-/i-i) ^£'"*-«-»i^^^ £'«-f(£) (' 

^£ devant être réduit à zéro, après que Ton aura effectué les différen- 
tiations. 

Corollaire I. — Comme le coefficient de j?^-"""', dans l'expres- 
sion (10), est égal au coefficient de jt^^"' dans le produit qu'on obtient 
en multipliant cette expression par x"^ il en résulte que la for- 
mule (12) peut être remplacée par la suivante 

^'^^ ^"-1.2.3 {mk^x)dr^^]' ^(^) £--f(£) r 

Corollaire IL — Soit 9(^) une fonction entière du degré n. Comme 
la formule (i3) subsiste dans le cas où l'on y remplace le nombre 
entier n par un nombre entier plus petit, on en tirera, en ayant égard 
à l'équation identique F'(a?) = maf~* — r(^), 

l 9(^i)-H<p(^,)-l-...-l-9('2?///) 

k désignant toujours un nombre entier égal ou supérieur à /i -h i. En 
développant le second membre de la formule (i^) et supprimant les 
termes qui se détruisent mutuellement, on en conclura 

<p(x,)4-...-l-<p(x^) 

-"^(")-^ ,.2.3 (;.-,) dl'^-' 

2 1.2.3 (2/n — i) t/£*"'-* 

. I I . ^'^-My^(£)[f(£)]'i 

3 1.2.3 (3/71 — I) de*'"-' 

Corollaire III. — Si l'on supposait la fonction F(x) déterminée, non 
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par Téqualion (8), mais par la suivante 

(i6) F(a?)=:(.r— a)"»— f(a:), 

alors il faudrait à la formule (i4) substituer celle-ci 

I9(^i)4-...-i-9(^,„) 
1.2.3 \{mk — \) dt'^'^-^l^ '*• ■* £"*— f(6) \ 

En développant le second membre de cette dernière on retrouvera 
Téquation (2). 

Problème II. — Étanl données les sommes 

Ol ^I J?| -f- ,a?j -f- , , . -+- ^ntf ^î ^~ ^ i ~^~ ^i ~^~ • • • "^ *^/n» • • • » 



('8) , 

o/i demande la valeur du produit x^x^... x^. 

Soit toujours £ une quantité infiniment petite, et posons 

(19) E = S,-^S,+ Çs,-...±: 



2 m 

On aura évidemment 



/n-»-i 



et, par suite, 



= ÊEq=-;^— — (S,„+,-f-a), . 
m -h I 



(20) (i4-£^,)(i4-£a:,)...(l-f-£^m) = ^' =^ ^T^:! <-*■»•"* '^ 

a devant s'évanouir avec £. Si, maintenant, on développe les deux 
membres de la formule (20) suivant les puissances ascendantes de e, 
on trouvera, en négligeant les infiniment petits d'un ordre supérieur 
à m, 

/ X / x/ X / V HF £E £E« £'"E"» 

(21) (i-+-£^,)(l-h£a:,)...(l-h£^;„) = e«^=H- — -H-— --H...-h -—^ -, 

1 I.^ Ia^«0>.... fil 
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puis, en égalant de part et d'autre les coefficients de e'", on aura défi- 
nitivement 

jr,x,...a:„,^ 1.2.3 m 1û^ 

(22) { 

\ 1.2.3 /?! L 1 dt 1.2 a«* j 

£ devant être réduit à zéro après les différentiations. 

Corollaire. — Si, dans les formules (i8) et (22), Ton remplace a?,. 
X2, .... x^ par 9(0?,), ç(a7j), ..., 9(a?«), la dernière de ces formules 
suffira pour déterminer la valeur du produit 

(23) ?(^l)?(^l)...?(^in) 

quand on connaîtra les valeurs des sommes 



[9(^,)]'"-h[9(a:,)]'"-+-...-f-[?(^m)]'". 

Or, ces mêmes sommes pouvant être facilement calculées à Taide du 
premier problème, quand on connaît les fonctions o(x) etF(a?), nous 
devons conclure que, ces fonctions étant données, on formera sans 
peine le produit (23). D'ailleurs, lorsque les fonctions ^(x)etF(x) 
renferment, avec la variable x, d'autres variables y, s, ..., le pro- 
duit (23) est précisément le premier membre de l'équation qui 
résulte de l'élimination de x entre les deux suivantes : 

(24) 9(J7)— O, F(^)=:o. 

Au reste, la méthode d'élimination que nous venons d'indiquer 
diffère peu de celle qui a été donnée par Lagrange dans les Mémoires 
de r Académie de Berlin, pour Tannée 1 769, et qui est également fondée 
sur la solution des problèmes I et II. 
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On sait que la détermination des axes d'une surface du second degré» 
ou des axes principaux et des moments d'inertie d'un corps solide 
dépend d'une équation du troisième degré, dont les trois racines sont 
nécessairement réelles. Toutefois, les géomètres ne sont parvenus à 
démontrer la réalité des trois racines qu'à l'aide de moyens indirects» 
par exemple en ayant recours à une transformation de coordonnées 
dans l'espace, afin de réduire l'équation dont il s'agit à une autre 
équation qui soit du second degré seulement, ou en faisant voir que 
l'on arriverait à dés conclusions absurdes si l'on supposait deux racines 
imaginaires. La question que je me suis proposée consiste à établir 
directement la réalité des trois racines, quelles que soient les valeurs 
des six coelRcients renfermés dans l'équation donnée. La solution, qui 
mérite d'être remarquée à cause de sa simplicité, se trouve comprise 
dans un théorème que je vais énoncer. 

Théorème I. — Concevons^ pour fixer les idèes^ qu'il s* agisse de déter- 
miner les moments d'inertie principaux d'un corps. Pour obtenir les 

(») Lu à l'Académie royale des Sciences, le 20 novembre 1826. 
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limites des trois racines de l'équation qui sert à déterminer ces moments, 
il suffira de supprimer dans cette équation les termes qui s'évanouiraient 
si l'un des aœes coordonnés coïncidait avec l'un des axes principaux. 
Alors on obtiendra une nouvelle équation qui sera immédiatement divi- 
sible par un facteur du premier degré, et pourra être ainsi réduite à une 
équation du second degré dont les deux racines seront réelles. Soient a, 6 
ces deux dernières racines, rangées par ordre de grandeur. Si, dans 
l'équation proposée, on substitue successivement à la variable les 

quaire valeurs 

— 00, a, €, C30, 

on obtiendra quaire résultats alternativement positifs et négatifs. Donc 
la proposée aura trois racines réelles : l'une inférieure à la quantité a ; 
l'autre comprise entre les limites cl, €; la troisième supérieure à 6. 

La démonstration de ce théorème ne présente aucune espèce de 
difficulté. Ajoutons qu'il se trouve compris comme cas particulier dans 
un autre théorème plus général, et que je vais indiquer. 

Théorème II. — 5/ l'on nomme s la somme des carrés de n variables 
indépendantes x, y, z, u, ..., et r une fonction homogène du second 
degré, composée avec ces mêmes variables, et si l'on cherche les valeurs 

maximum ou minimum du rapport - > la détermination de ces valeurs 

dépendra d'une équation du /i'^'"' degré dont toutes les racines sont réelles. 

La méthode que j'ai suivie pour arriver à la démonstration de ce 
théorème m'a encore fourni quelques autres propositions, parmi les- 
quelles je citerai la suivante : 

Théorème III. — Étant donnée une fonction homogène du second degré 
de plusieurs variables x, y, z, ... on peut toujours leur substituer d'autres 
variables $, yj, ^, ... liées à x, y, z, ... par des équations linéaires 
tellement choisies que la somme des carrés de x.y, z, ... soit équivalente 
à la somme des carrés de\,r\,X„ .. ., et que la fonction donnée de x, y, 
z, ... se transforme en une fonction de \, r\,X^, , , . homogène et du 
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second degrés mais qui renferme seulement les carrés de ces dernières 
variables. 

Le dernier théorème entraîne évidemment plusieurs relations entre 
les coefficients des équations linéaires par lesquelles les variables Ç, 
Y], X, sont liées aux variables a?, j, ;;, .... Ces relations sont semblables 
à celles qui existent entre les cosinus des angles que forment trois axes 
rectangulaires donnés avec les axes des coordonnées, supposés eux- 
mêmes rectangulaires. 
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Les équations aux différences partielles que j'ai données dans les 
30^, 31* et 32* Livraisons des Exercices de Mathématiques y expriment 
le mouvement d'un système de molécules qui s'attirent ou se re- 
poussent à de très petites distances, et que l'on suppose très peu 
écartées des positions qu'elles occupaient dans un état d'équilibre. 
D'ailleurs, ces équations peuvent être facilement intégrées par les 
méthodes que j'ai indiquées dans le XIX*' Cahier du Journal de r École 
Polytechnique, et dans le Mémoire sur VappliccUion du calcul des résidus 
aux questions de Physique mathématique; et alors les valeurs des 
inconnues se trouvent représentées par des intégrales multiples, dans 
lesquelles entrent sous le signe f les fonctions qui expriment, à 
l'origine du mouvement, les déplacements et les vitesses des molécules 
mesurés parallèlement aux axes coordonnés. Or, ces intégrales four- 
nissent le moyen d'assigner les lois, suivant lesquelles un ébranlement, 
primitivement produit en un point donné du système que l'on con- 

(») Lu à r Académie royale des Sciences, le 12 janvier 1829. 



LE MOUVEMENT D'UN SYSTÈME DE MOLÉCULES, ETC. 83 

sidère, se propagera dans tout le système. C'est ainsi que je suis par- 
venu aux résultats que je vais énoncer, et qui me paraissent dignes de 
fixer un moment l'attention des physiciens et des géomètres. 

I® Si un système de molécules est tellement constitué que l'élasti- 
cité de ce système soit la même en tous sens, un ébranlement primiti- 
vement produit en un point quelconque se propagera de manière qu'il 
en résulte deux ondes sphériques animées de vitesses constantes, 
mais inégales. De ces deux ondes la première disparaîtra, si la dilata- 
tion initiale du volume se réduit à zéro, et alors, si Ton suppose les 
vibrations des molécules primitivement parallèles à un plan donné, 
elles ne cesseront pas d'être parallèles à ce plan. 

2^ Si un système de molécules est tellement constitué que l'élasticité 
reste la même autour d'un axe parallèle à une droite donnée, dans 
toutes les directions perpendiculaires à cet axe, les équations du mou- 
vement renfermeront plusieurs coefficients dépendant de la nature du 
système; et l'on pourra établir entre ces coefficients une relation telle 
que la propagation d'un ébranlement, primitivement produit en un 
point du système, donne naissance à trois ondes dont chacune coïncide 
avec une surface du second degré. De plus, si l'on fait abstraction de 
celle des trois ondes qui disparait avec la dilatation du volume quand 
l'élasticité redevient la même en tous sens, les surfaces des deux ondes 
restantes se réduiront au système d'une sphère et d'un ellipsoïde de 
révolution, cet ellipsoïde ayant pour axe de révolution le diamètre 
même de la sphère. L'accord remarquable de ce résultat avec le 
théorème d'Huygens sur la double réfraction de la lumière dans les 
cristaux à un seul axe, nous a paru assez important pour mériter d'être 
signalé, et nous croyons devoir en conclure que les équations du mou- 
vement de la lumière sont renfermées dans celles qui expriment le 
mouvement d'un système de molécules très peu écarté d'une position 
d'équilibre. 
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J'ai donné dans les Exercices de Mathématiques les équations géné- 
rales qui représentent le mouvement d'un corps élastique dont les 
molécules sont très peu écartées des positions qu'elles occupaient 
dans l'état naturel du corps, de quelque manière que l'élasticité varie 
dans les diverses directions. Ces équations qui servent à déterminer, 
en fonction du temps / et des coordonnées x, y, 5, les déplacements ;, 
Y), X, d'un point quelconque mesurés dans le sens de ces coordonnées, 
sont de deux espèces. Les unes se rapportent à tous les points du corps 
élastique, les autres aux points renfermés dans sa surface extérieure. 
Or, à l'inspection seule des équations dont il s'agit, on reconnaît 
immédiatement qu'elles continuent de subsister, lorsqu'on y rem- 
place X par kv, y par ky, z par kz, $ par *;, y) par kr\, X, par kX,, k dési- 
gnant une constante choisie arbitrairement, et lorsqu'en même temps 
on fait varier les forces accélératrices appliquées aux diverses molé- 
cules dans le rapport de i à t- Donc, si ces forces accélératrices sont 
nulles, il suffira de faire croître ou diminuer les dimensions du corps 

(') Lu à TAcaléinie royale de^ Sciences, le 12 janvier 1829. 
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solide, et les valeurs initiales des déplacements dans le rapport de i à^, 
pour que les valeurs générales de 5, y], ^ et les durées des vibrations 
varient dans le même rapport. Donc, si Ton prend pour mesure du 
son rendu par un corps, par une plaque, ou par une verge élastique, 
le nombre des vibrations produites pendant l'unité de temps, ce son 
variera en raison inverse des dimensions du corps, de la plaque ou de 
la verge, tandis que ces dimensions croîtront ou décroîtront dans un 
rapport donné. Cette loi, découverte par M. Savart, s'étend aux sons 
rendus par une masse fluide contenue dans un espace fini, et se 
démontre alors de la même manière. 

On prouverait encore de même que, si, les dimensions d'un corps 
venant à croître ou à diminuer dans un certain rapport, sa température 
initiale croît ou diminue dans le même rapport, la durée de la propa- 
gation de la chaleur variera comme le carré de ce rapport. 
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A l'aide des principes que j'ai posés dans le troisième Volume des 
Exercices de MathémaiiqueSy on peut déterminer non seulement les 
vibrations longitudinales et transversales, mais aussi les vibrations 
tournantes d'une verge rectangulaire, et l'on parvient alors aux résul- 
tats que je vais indiquer. 

Considérons une verge rectangulaire qui dans l'état naturel ait pour 
axe l'axe des x, et supposons que, chaque point de cet axe étant immo- 
bile, la verge soit tordue autour de ce même axe. Désignons par p la 
densité naturelle de la verge, par ih et 21 ses deux épaisseurs; par Ç, 
Y), X, les déplacements d'un point de la verge, mesurés parallèlement 
aux axes des ^, j, 5; par A, F, E; F, B, D; E, D, C les projections algé- 
briques des pressions que supportent au point {x^ j, 5), et du côté 
des coordonnées positives, des plans perpendiculaire^ à ces mêmes 
axes; par 



(0 



-Jàl 



\dz dx ) 



ce que devient la fonction E, quand on suppose B = o, C = o, D = o, 

(*) Lu à l'Académie royale des Sciences, le 9 février 1829. 
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F = o, g^ = o, et par 

ce que devient la fonction F quand on suppose B = o, C = o, D = o, 
E — o, -T- = o. Enfin, soient 

(3) pi2- ^ 



']; Tangle de torsion, dans le plan perpendiculaire à Taxe des x, et 
correspondant à l'abscisse ^r; Y, Z les projections algébriques de la 
force accélératrice sur les axes des j^ et 5 dirigés dans le sens des 
épaisseurs nh, 21; et Yo,,, Z,,o les valeurs de 

âY dZ 

correspondant à des valeurs nulles des coordonnées r, z. On aura, 
au bout d'un temps quelconque t, et pour une valeur quelconque de o?. 

On aura d'ailleurs, pour une extrémité fixe, ^ = et, pour une 
extrémité libre, ^ = o. 
Si la force accélératrice est nulle, on trouvera simplement - 

(5) £2t^-^. 

Cette dernière formule est semblable à celle qui détermine les vibra- 
tions longitudinales. On en conclut, en représentant par/^ un nombre 
entier quelconque, par a la longueur de la verge rectangulaire et par oz 
le nombre des vibrations tournantes exécutées dans l'unité de temps, 

(6) 5^z=: 

2a 
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Lorsque le son produit par les vibrations tournantes devient le plus 
grave possible, on a /i = i. 

Si Ton suppose la verge extraite d'un corps solide qui offre la même 
élasticité en tous sens, on aura 

(8) h = i; 

et, par suite, en nommant f la valeur commune de h et de i, on trouvera 

Si les épaisseurs A, i deviennent égales, l'équation (9) donnera 



(10) X 



-(ôp) ^ 



et, comme le nombre N des vibrations longitudinales les plus lentes 
sera déterminé par la formule 



(«0 

on trouvera 



\2p/ aa 



N 
(12) — =iA/Ï5 = 1,9364.... 

Enfin, si l'épaisseur 2î est très petite relativement à l'épaisseur 2A, 
l'équation (6) donnera sensiblement 



(i3) Ji;, 



~V3p^ ah 



Si l'on considère la verge tordue non plus dans l'état de mouvement 
mais dans l'état d'équilibre, alors, au lieu de l'équation (5), on ob- 
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tiendra la suivante : 

Ajoutons que, si l'on nomme K le moment du système des pressions 
ou tensions, supportées par un plan perpendiculaire à l'axe dont il 
•s'agit, on aura 

T + ¥ 

Si K devient le moment de la force appliquée à une extrémité libre 
de la verge, on trouvera, en supposant l'autre extrémité fixe, et pour 
une abscisse quelconque x. 



(16) 



, 3 K /£» h^\ 



Des formules qui précèdent on déduit immédiatement les conclu- 
sions suivantes : 

i*^ L'angle de torsion d'une verge rectangulaire qui offre une extré- 
mité fixe et une extrémité libre, étant mesuré dans un plan perpendi- 
culaire ,k l'axe de la verge, est en raison directe non seulement de la 
distance qui sépare ce plan de l'extrémité fixe, mais aussi du moment 
de la force appliquée à l'extrémité libre. 

2*^ Si la section transversale de la verge varie en demeurant sem- 
blable à elle-même, l'angle de torsion variera en raison inverse du 
carré de l'aire de cette section, ou, ce qui revient au même, en raison 
inverse de la quatrième puissance de chaque épaisseur. Ces résultats, 
semblables à ceux que M. Poisson a obtenus, en considérant la tor- 
sion d'une verge cylindrique à base circulaire, extraite d'un corps 
dont l'élasticité est la même en tous sens, subsis^ront pareillement 
pour une verge cylindrique ou prismatique a base quelconque. 

3*^ Si l'une des épaisseurs do la verge devient très petite par rapport 
à l'autre, l'angle de torsion variera en raison inverse de la plus grande 
épaisseur et du cube de la plus petite. 

OF.uvreê rfr C. — S. I , l. U. «2 
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4^ Les sons produits par les vibrations tournantes d'une verge rec- 
tangulaire ne varient pas, lorsque les deux épaisseurs de la verge 
croissent ou diminuent dans le même rapport. Cette proposition a été 
confirmée par des expériences de M. Savart. 

5*" Si Tune des épaisseurs de la verge devient très petite par rapport 
à l'autre, le son le plus grave, produit par des vibrations tournantes, . 
sera en raison directe de la plus petite épaisseur de la verge, et en 
raison inverse de Taire de la section faite par un plan perpendiculaire 
à cette épaisseur. Cette loi est encore une de celles que M. Savart a 
découvertes, et auxquelles il a été conduit par Texpérience. (Voir le 
Tome XXV des Annales de Chimie et de Physique.) 

6^ Si la verge est extraite d'un corps solide qui offre la même élasti- 
cité en tous sens, les sons correspondant aux vibrations tournantes 
seront en raison directe du produit des deux épaisseurs de la verge, et 
en raison inverse de la somme de leurs carrés. 

7® Si, de plus, les deux épaisseurs deviennent égales, le son le plus 
grave, produit par des vibrations longitudinales, sera au son le plus 
ffrave produit par des vibrations tournantes dans le rapport de v/TS à 2, 
ou de 1,9364 à l'unité. 
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PREMIÈRE. PARTIE (*>. 

J'ai donné le premier, dans les Exercices de Mathématiques (troisiëme 
et quatrième Volume) (^), les équations générales d'équilibre ou 
de mouvement d'un système de molécules sollicitées par des forces 
d'attraction ou de répulsion mutuelle, en admettant que ces forces 
fussent représentées par des fonctions des distances entre les mo- 
lécules; et j'ai prouvé que ces équations, qui renferment un grand 
nombre de coefficients dépendant de la nature du système, se rédui- 
saient, dans le cas où l'élasticité redevenait la même en tous sens, à 
d'autres formules qui ne renferment qu'un seul coefficient, et qui 
avaient été primitivement obtenues par M. Navier. J'ai, de plus, déduit 
de ces équations celles qui déterminent les mouvements des plaques et 
des verges élastiques, quand on suppose que l'élasticité n'est pas la 
même en tous sens; et j'ai ainsi obtenu des formules qui comprennent, 
comme cas particuliers, celles que M. Poisson et d'autres géomètres 
avaient trouvées dans la supposition contraire. L'accord remarquable 
de ces diverses formules, et des lois qui s'en déduisent, avec les obser- 
vations des physiciens, et spécialement avec les belles expériences de 

(*) Présenlée el lue à l'Académie royale des Sciences, les Si mai et 7 juin i83o. 
(») Œuvres de Cauchj, S. H, T. Vm, IX. 
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M. Savart, devait m'encourager à suivre les conseils de quelques per- 
sonnes qui m'engageaient à faire, des équations générales que j'avais 
données, une application nouvelle à la théorie de la lumière. Ayant 
suivi ce conseil, j'ai été assez heureux pour arriver aux résultats que je 
vais exposer dans ce Mémoire, et qui me paraissent dignes de fixer un 
moment l'attention des physiciens et des géomètres. 

Les trois équations aux différences partielles qui représentent le 
mouvement d'un système de molécules sollicitées par des forces 
d'attraction ou de répulsion mutuelle, renferment, avec le temps t et 
les coordonnées rectangulaires x^y, z d'un point quelconque de l'es- 
pace, les déplacements $, y), Ç de la molécule olL qui coïncide, au bout 
du temps /, avec le point dont il s'agit; ces déplacements étant mesurés 
parallèlement aux axes des or, y^ .5. Les mêmes équations offriront 
vingt et un coefficients dépendant de la nature du système, si l'on fait 
abstraction des coefficients qui s'évanouissent, lorsque les masses m, 
m', m!' des diverses molécules sont deux à deux égales entre elles et 
distribuées symétriquement de part et d'autre de la molécule Oïl sur des 
droites menées par le point avec lequel cette molécule coïncide. Enfin, 
ces équations seront du second ordre, c'est-à-dire qu'elles ne contien- 
dront que des dérivées du second ordre des variables principales $, 
Y), Ç; et l'on pourra, en considérant chaque coefficient comme une 
quantité constante, ramener leur intégration à celle d'une équation du 
sixième ordre, qui ne renfermera plus qu'une seule variable principale. 
Or, cette dernière pourra être facilement intégrée à l'aide des méthodes 
générales que j'ai données dans le XIX*" Cahier du Journal de l'École 
Polytechnique y et dans le Mémoire Sur l'application du calcul des résidus 
aux questions de Physique mathématique. En appliquant ces méthodes 
au cas où l'élasticité du système reste la même en tous sens, et rédui- 
sant la valeur de la variable principale à la forme la plus simple, à 
l'aide d'un théorème établi depuis longtemps par M. Poisson, on 
obtient précisément les intégrales qu'a données ce géomètre dans les 
Mémoires de l'Académie. Mais, dans le cas général, la variable princi- 
pale étant représentée par une intégrale définie sextuple, il fallait. 
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pour découvrir les loiîf^des phénomènes, réduire cette intégrale sex- 
tuple à une intégrale d'un ordre moins élevé. Cette réduction m'a 
longtemps arrêté : mais je suis enfin parvenu à l'elTectuer, pour l'équa- 
tion aux différences partielles ci-dessus mentionnée, et même généra- 
lement pour toutes les équations aux différences partielles dans les- 
quelles les diverses dérivées de. la variable principale, prises par 
rapport aux variables indépendantes x^ j, z^ t, sont des dérivées de 
même ordre. Alors, j'ai obtenu, pour représenter la variable prin- 
cipale, une intégrale définie quadruple, et j'ai pu rechercher les lois 
des phénomènes dont la connaissance devait résulter de l'intégration 
des équations proposées. Cette recherche a été l'objet du dernier 
Mémoire que j'ai eu l'honneur d'offrir à l'Académie, et qui renferme 
entre autres la proposition suivante : 

Étant donnée une équation aux différences partielles dans laquelle 
toutes les dérivées de la variable principale relatives aux variables indé- 
pendantes X, y^ 5, /, sont de même ordre^ si les valeurs initiales de la 
variable principale et de se^ dérivées prises par rapport au temps sont sen- 
siblement nulles dans tous les points situés à une distance finie de l'origine 
des coordonnées^ cette variable et ses dérivées n'auront plus de valeurs 
sensibles au bout du temps t^ dans l'intérieur d'une certaine surfacCy et, 
par conséquent y les vibrations sonores, lumineuses, etc.^ qui peuvent être 
déterminées à l'aide de l'équation aux différences partielles, se propa- 
geront dans r espace, de manière à produire une onde sonore, tumi- . 
neuse^ etc.^ dont la surface sera précisément celle que nous venons 
d'indiquer. 

De plus, on obtiendra facilement l'équation de la surface de l'onde, 
en suivant la règle que je vais tracer. 

Concevons que, dans l'équation aux différences partielles, on rem- 
place une dérivée quelconque de la variable principale prise par rapport 
aux variables indépendantes x, y, s, / par le produit de ces variables 
élevées à des puissances dont les degrés soient marqués, pour chaque 
variable indépendante, par le nombre des différentiations qui lui sont 
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relatives. La nouvelle équation que Ton obtiendra sera de la forme 

et représentera une certaine surface courbe. Considérez maintenant le 
rayon vecteur mené de l'origine a un point quelconque de cette sur- 
face courbe; portez sur ce rayon vecteur, à partir de l'origine, une 
longueur égale au carré du temps divisé par ce même rayon; menez 
ensuite par l'extrémité de cette longueur un plan perpendiculaire à sa 
direction. Ce plan sera le plan tangent à la surface de l'onde, et, par 
conséquent, cette surface sera l'enveloppe de l'espace que traverseront 
les divers plans qu'on peut construire en opérant comme on vient de 
le dire. Au reste, on arrive encore aux mêmes conclusions, en suivant 
une autre méthode que je vais exposer en peu de mots, et que j'ai 
développée dans mes dernières Leçons au Collège de France. 

Supposons que les valeurs initiales de la variable principale et de 
ses dérivées prises par rapport au temps ne soient sensibles que pour 
les points situés a des distances très petites d'un certain plan mené 
par l'origine des coordonnées, et dépendent uniquement de ces dis- 
tances. Cette même variable et ces dérivées ne seront sensibles, au 
bout du temps /, que dans le voisinage de l'un dcî^ plans parallèles, 
construits k l'aide de la règle que nous avons précédemment indiquée. 

Par conséquent, si les vibrations sonores, lumineuses, etc. sont 
primitivement renfermées dans une onde plane, cette onde, que nous 
nommerons élémentaire y se divisera en plusieurs autres dont chacune 
se propagera dans l'espace, en restant parallèle à elle-même, avec une 
vitesse constante. Mais ces diverses ondes auront des vitesses de pro- 
pagation différentes. Si, maintenant, on conçoit qu'au premier instant 
plusieurs ondes élémentaires soient renfermées dans des plans divers 
menés par l'origine des coordonnées, mais peu inclinés les uns sur les 
autres, et que les vibrations sonores, lumineuses, etc. soient assez 
petites pour rester insensibles dans chaque onde élémentaire prise 
séparément; alors, ces vibrations ne pouvant devenir sensibles que 
par la superposition d'un grand nombre d'ondes élémentaires, il est 
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clair, que les phénomènes relatifs à la propagation du son, de la lu- 
mière, etc. ne pourront être observés, au premier moment, que dans 
une très petite étendue autour de l'origine des coordonnées et, au 
bout du temps /, que dans le voisinage des diverses nappes de la sur- 
face qui sera touchée par toutes les ondes élémentaires. Or, cette 
dernière surface sera précisément la surface courbe dont nous avons 
parlé ci-dessus, et que l'on nomme généralement sur/ace des ondes. 

Cela posé, si Ton considère le mouvement de propagation des ondes 
planes, dans un système de molécules sollicitées par des forces d'at- 
traction ou de répulsion mutuelle, on pourra prendre successivement 
pour variables principales trois déplacements rectangulaires d'une 
molécule 31L mesurés parallèlement aux trois axes d'un certain ellip- 
soïde qui aura pour centre l'origine des coordonnées, et que Ton con- 
struira facilement dès que l'on connaîtra les coefficients dépendants 
de la nature du système proposé, et la direction du plan ABC, qui ren- 
fermait une onde plane au premier instant. Alors cette onde se divi- 
sera en six autres qui auront constamment la même épaisseur que la 
première et se propageront, avec des vitesses constantes, dans des 
plans parallèles à ABC. Ces ondes, prises deux à deux, auront des 
vitesses de propagation égales, mais dirigées en sens contraires. De 
plus, ces vitesses, mesurées suivant une droite perpendiculaire au 
plan ABC, pour les trois ondes qui se mouvront dans un même sens, 
seront constantes et respectivement égales aux quotients qu'on ob- 
tient en divisant l'unité par les trois demi-axes de l'ellipsoïde ci-dessus 
mentionné. Les points situés hors de ces ondes seront en repos et, si 
les trois demi-axes de l'ellipsoïde sont inégaux, le déplacement absolu 
et la vitesse absolue des molécules, dans une onde plane, resteront 
toujours parallèles à celui des trois axes de l'ellipsoïde qui sera réci- 
proquement proportionnel à la vitesse de propagation de cette onde. 
Mais, si deux ou trois axes de l'ellipsoïde deviennent égaux, les ondes 
planes qui se propageront dans le même sens avec des vitesses réci- 
proquement proportionnelles à ces axes, coïncideront, et la vitesse 
absolue de chaque molécule renfermée dans une onde plane sera, au 
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bout d'un temps quelconque, parallèle aux droites suivant lesquelles 
les vitesses initiales se projetaient sur le plan mené par les deux axes 
égaux de Tellipsoïde, ou même, si Tellipsoïde se change en une 
sphère, aux directions de ces vitesses initiales. 

Concevons, maintenant, qu'au premier instant plusieurs ondes 
planes, peu inclinées les unes sur les autres et sur un certain 
plan ABC, se rencontrent et se superposent en un certain point* A. Le 
temps venant a croître, chacune de ces ondes se propagera d^ns l'es- 
pace, en donnant naissance, de chaque côté du plan qui la renfermait 
primitivement, à trois ondes semblables renfermées dans des plans 
parallèles, mais douées de vitesses de propagation différentes; par 
conséquent, le système d'ondes planes que l'on considérait d'abord se 
subdivisera en trois autres systèmes, et le point de rencontre des 
ondes qui feront partie d'un même système se déplacera suivant une 
certaine droite avec une vitesse de propagation distincte de celle des 
ondes planes. Donc, au bout d'un temps quelconque /, le point A se 
trouvera remplacé par trois autres points, dont les positions dans 
l'espace pourront être calculées pour une direction donnée du 
plan ABC, et les diverses positions que pourront prendre les trois 
points dont il s'agit, pour diverses directions primitivement attribuées 
au plan ABC, détermineront une surface courbe à trois nappes, dans 
laquelle chaque nappe sera constamment touchée par les ondes planes 
qui feront partie d'un même système. Or, cette surface courbe sera 
précisément celle dont nous avons déjà parlé ci-dessus, et que nous 
avons nommée sur/ace des ondes. 

Au reste, pour que la propagation des ondes planes puisse s'effec- 
tuer dans un corps élastique, il est nécessaire que les coefficients, 
ou du moins certaines fonctions des coefficients renfermés dans les 
équations aux différences partielles qui représentent le mouvement du 
corps élastique, restent positives. Dans le cas contraire, les ondes 
planes ne pourraient plus se propager, et l'on en serait averti par le 
calcul qui donnerait pour les vitesses de propagation des valeurs ima- 
ginaires. 
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Dans la théorie de la lumière, on désigne sous le nom d'éther le 
fluide impondérable que Ton considère comme étant le milieu élas- 
tique dans lequel se propagent les ondes lumineuses. Le point de ren- 
contre d'un grand nombre d'ondes planes dont les plans sont peu 
inclinés les uns aux autres est celui dans lequel on suppose que la 
lumière peut être perçue par l'œil. La série des positions que ce point 
de rencontre prend dans l'espace, tandis que les ondes se déplacent, 
constitue ce qu'on nomme un rayon lumineux; et la vitesse de la 
lumière mesurée dans le sens de ce rayon doit être soigneusement dis- 
tinguée : I** de la vitesse de propagation des ondes planes; 2° de la 
vitesse propre des molécules éthérées. Enfin, l'on appelle rayons pola- 
risés ceux qui correspondent à des ondes planes dans lesquelles les 
vibrations des molécules restent constamment parallèles à une droite 
donnée, quelles que soient les directions des vibrations initiales. 

Pour plus de généralité, nous dirons que, dans un rayon lumineux, 
la lumière est polarisée parallèlement à une droite ou à un plan donné, 
lorsque les vibrations des molécules lumineuses seront parallèles à 
cette droite ou à ce plan, sans être parallèles dans tous les cas aux 
directions des vibrations initiales; et nous appellerons />/a/i de polari- 
sation le plan qui renfermera la direction du rayon lumineux, et celle 
des vitesses propres des molécules éthérées. Ces définitions s'ac- 
cordent, comme on le verra plus tard, avec les dénominations reçues. 

Cela posé, il résulte des principes ci-dessus établis que, en partant 
d'un point donné de l'espace, un rayon de lumière, dans lequel les 
vitesses propres des molécules ont des directions quelconques, se 
subdivisera généralement en trois rayons de lumière polarisée pa- 
rallèlement aux trois axes d'un certain ellipsoïde. Mais chacun de ces 
rayons polarisés ne pourra plus être divisé par l'action du fluide 
élastique dans lequel la lumière se propage. De plus, le mode de pola- 
risation dépendra de la constitution de ce fluide, c'est-à-dire de la 
distribution de ses molécules dans l'espace ou dans un corps transpa- 
rent, et du plan qui renfermait primitivement les molécules vibrantes. 
Si la constitution du fluide élastique est telle que les vitesses de pro-. 

OEuvres de C. — S. I, t. II. l3 



98 >1ÉM01IIE SUR L\ THÉORIE DE LA LUMIÈRE. 

pagation des ondes planes deviennent imaginaires, cette propagation 
ne pourra plus s'effectuer, et le corps dans lequel le fluide éthéré se 
trouve compris deviendra ce qu'on nomme un corps opaque. Si le 
corps reste transparent, et si dans ce corps le fluide éthéré se trouve 
distribué de telle sorte que son élasticité demeure la même en tous 
sens autour d'un point quelconque, les trois rayons polarisés dans les- 
quels se subdivise généralement un rayon de lumière seront dirigés 
suivant la même droite; et, comme la vitesse de la lumière sera la 
même dans les deux premiers rayons, ceux-ci se confondront l'un 
avec l'autre. Il ne restera donc alors que deux rayons polarisés : 
l'un double, l'autre simple, ayant la même direction. Or, le calcul fait 
voir que dans le rayon simple la lumière sera polarisée suivant la 
direction dont il s'agit, tandis que dans le rayon double la lumière 
sera polarisée perpendiculairement a cette direction. Si les vibrations 
initiales des molécules lumineuses sont renfermées dans un plan 
perpendiculaire à la direction dont il s'agit, le rayon simple dispa- 
raîtra, et les vitesses propres des molécules dans le rayon double res- 
teront constamment dirigées suivant des droites parallèles aux direc- 
tions des vitesses initiales; de sorte qu'à proprement parler il n'y 
aura plus de polarisation. Alors aussi la vitesse de propagation de la 
lumière sera équivalente à la vitesse de propagation d'une onde plane, 
et la même en tous sens autour de chaque point. Or, la réduction de 
tous les rayons à un seul, et l'absence de toute polarisation dans les 
milieux où la lumière se propage en tous sens avec la même vitesse, 
étant des faits constatés par l'expérience, nous devons conclure de ce 
qui précède que dans ces milieux les vitesses propres des molécules 
éthérées sont perpendiculaires aux directions des rayons lumineux 
et comprises dans les ondes planes. Ainsi, l'hypothèse admise par 
Fresnel devient une réalité. Cet habile physicien, malheureusement 
enlevé aux sciences par une mort prématurée, a donc eu raison de 
dire que dans la lumière ordinaire les vibrations sont transversales, 
c'est-à-dire perpendiculaires aux directions des rayons. A la vérité, 
les idées de Fresnel sur cet objet ont été vivement combattues par un 
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illustre acaâémicien dans plusieurs articles que renferment les Annales 
de Chimie et de Physique, et dont l'un est relatif au mouvement de 
deux fluides superposés. Suivant l'auteur de ces articles, les vibra- 
tions des molécules dans l'éther finiraient par être toujours sensible- 
ment perpendiculaires aux surfaces des ondes que le mouvement 
produit en se propageant; et dès lors, la polarisation, telle qu'elle a 
été précédemment définie, deviendrait impossible et disparaîtrait 
complètement. Alors aussi la surface des ondes serait toujours un 
ellipsoïde et n'offrirait qu'une seule nappe, en sorte que, pour expli- 
quer la double réfraction, on serait obligé de supposer deux fluides 
éthérés simultanément renfermés dans le même milieu. Mais on doit 
remarquer que l'auteur, comme il le dit lui-même, avait déduit ces 
diverses conséquences de l'intégration de l'équation connue aux difl*é- 
rences partielles qui représente les mouvements des fluides élastiques, 
et de celle qu'on en déduit lorsqu'on suppose inégaux les trois coeffi- 
cients des dérivées partielles de la variable principale. Or, ces équa- 
tions ne paraissent point applicables à la propagation des ondes lumi- 
neuses dans un fluide éthéré, et l'accord remarquable de la théorie 
que je propose avec l'expérience me semble devoir confirmer l'asser- 
tion que j'ai déjà émise dans un précédent Mémoire sur le mouvement 
de la lumière : savoir, que les équations différentielles de ce mouve- 
ment sont comprises dans celles que renferment les 31*^ et 32* livrai- 
sons des Exercices de Mathématiques. 

Dans la deuxième Partie de ce Mémoire que je me propose de lire à la 
séance prochaine, j'appliquerai les principes que je viens d'établir a 
la détermination des lois suivant lesquelles la lumière se propage dans 
les cristaux à un seul axe ou à deux axes optiques, et je montrerai 
comment on peut déduire de mes formules des règles propres à faire 
connaître les vitesses de propagation des ondes élémentaires, et les 
plans de polarisation des rayons lumineux. Lorsqu'on s'arrête à un 
premier degré d'approximation, ces règles s'accordent d'une manière 
digne de remarque avec celles que plusieurs savants ont déduites de 
l'expérience ou de l'hypothèse des ondulations, et, en particulier, avec 



418586 



100 MÉMOIRE SUK LA THÉORIE DE LA LUMIÈRE. 

celles que Fresnel a données dans son beau Mémoire sur la double ré- 
fraction. Seulement, il s'est trompé en admettant que les vibrations 
des molécules éthérées dans un rayon lumineux étaient sensiblement 
perpendiculaires au plan généralement nommé plan de polarisation. 
Dans la réalité, le plan de polarisation renferme la direction du rayon 
et celle des vibrations de Téther. Un jeune géomètre, M. Blanchet, 
avait, de son côté, et même avant moi, déduit cette conséquence et les 
lois de la polarisation pour les cristaux à un seul axe optique des pre- 
mières formules que j'avais données. Mais la nouvelle analyse dont j'ai 
fait usage ne laisse rien à désirer à cet égard, et s'étend à tous les 
cas possibles. 

Je ferai voir encore dans la deuxième Partie du Mémoire que la pres- 
sion est nulle dans le fluide éthéré qui propage les vibrations lumi- 
neuses, et je montrerai les conditions auxquelles doivent satisfaire les 
coefficients renfermés dans les équations différentielles du mouve- 
ment des corps élastiques, pour que la surface de l'onde lumineuse 
acquière la forme indiquée par l'expérience. Enfin, dans une troi- 
sième Partie, je dirai comment on peut établir les lois de la réflexion 
et de la réfraction à la première ou a la seconde surface d'un corps 
transparent, et déterminer la proportion de lumière réfléchie ou 
réfractée. Ici encore, la théorie s'accorde parfaitement avec l'observa- 
tion, et l'analyse me ramène aux lois que plusieurs physiciens ont 
déduites de l'expérience. Ainsi, en particulier, le calcul me fournit la 
loi de M. Brewster sur l'angle de la polarisation complète par réflexion 
et la loi de M. Arago sur la quantité de lumière réfléchie à la première 
ou à la seconde surface d'un milieu transparent. J'obtiens aussi les 
formules que Fresnel a insérées dans le dix-septième numéro des 
Annales de Chimie et de Physique, et qui suffiraient à elles seules pour 
constater la sagacité vraiment extraordinaire de cet illustre physicien. 

Enfin, je rechercherai les moyens à l'aide desquels les physiciens 
pourront constater la réalité de la triple réfraction, ou, ce qui revient 
au même, l'existence du troisième rayon polarisé, traversant un milieu 
dont l'élasticité n'est pas la même dans tous les sens. 



MÉMOIRE SUR LA THÉORIE DE LA LUMIÈRE. 101 



DEUXIÈME PARTIE ('). 

Ainsi qu'on l'a vu dans la première Partie de ce Mémoire, l'inté- 
gration des équations aux différences partielles que j'ai données dans 
les Exercices, comme propres à représenter le mouvement d'un 
système de molécules sollicitées par des forces d'attraction ou de 
répulsion mutuelle, conduit directement à l'explication des divers 
phénomènes que présente la théorie de la lumière. Il y a plus : pour 
établir cette théorie, il n'est pas nécessaire de recourir aux intégrales 
générales des équations dont il s'agit. Il suffit de discuter les inté- 
grales particulières qui expriment le mouvement de propagation d'une 
onde plane dans un milieu élastique. En effet, la sensation de lumière 
étant supposée produite par les vibrations des molécules d'un fluide 
éthéré, pour déterminer la direction et les lois suivant lesquelles de 
semblables vibrations, d'abord circonscrites dans des limites très 
resserrées, autour d'un certain point 0, se propageraient à travers ce 
fluide, il suffit de considérer au premier instant un grand nombre 
d'ondes planes qui se superposent dans le voisinage du point 0, et 
d'admettre que, les plans de ces ondes étant peu inclinés les uns sur 
les autres, les vibrations des molécules sont assez petites pour rester 
insensibles dans chaque onde prise séparément, mais deviennent sen- 
sibles par la superposition indiquée. Or, le calcul nous a fait voir que 
dans un fluide éthéré, dont l'élasticité n'est pas la même en tous sens, 
chaque onde plane se subdivise généralement en trois autres de même 
épaisseur, comprises dans des plans parallèles, mais propagées avec 
des vitesses différentes, de chaque côté du plan qui renfermait l'onde 
initiale. Nous en avons conclu qu'un système d'ondes planes, super- 
posées d'abord dans le voisinage d'un point donné 0, se subdivise en 
trois systèmes d'ondes qui viennent successivement se superposer en 
différents points de l'espace, et nous avons nommé rayon lumineux la 
droite qui renferme, pour l'un des systèmes, tous les points de super- 

(») Présentée à l'Académie, le i4 juin i83o. 
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position. Nous avons ainsi montré que trois rayons lumineux résultent 
généralement de vibrations moléculaires qui ne s'étendaient d'abord 
qu'a une très petite distance autour du point 0. Nous avons d'ailleurs 
reconnu que, dans chacun de ces rayons lumineux, les vibrations des 
molécules éthérées demeuraient constamment parallèles à l'un des 
trois axes d'un certain ellipsoïde, et qu'en conséquence, dans les trois 
rayons, la lumière était polarisée suivant trois directions perpendicu- 
laires l'une à l'autre et parallèles aux trois axes de l'ellipsoïde, 
quelles que fussent, d'ailleurs, les directions des vibrations initiales. 
Nous avons vu les trois rayons se réduire à deux, ou même à un seul, 
lorsque les vibrations initiales étaient parallèles à l'un des plans prin- 
cipaux de l'ellipsoïde ou à l'un de ses axes, et dès lors il a été facile 
de comprendre pourquoi les rayons polarisés ne se subdivisent pas à 
l'infini. Nous avons prouvé que, dans le cas où l'élasticité de Téther est 
la même en tous sens, les trois rayons se réduisaient à deux; savoir : 
un rayon simple et un rayon double, dirigés suivant la même droite, 
et polarisés, le premier parallèlement, le second perpendiculairement 
a cette droite. Enfin, nous avons vu le rayon simple disparaître, 
lorsque les vibrations initiales des molécules de l'éther étaient sup- 
posées perpendiculaires aux directions des rayons, et alors il n'y avait 
plus, à proprement parler, de polarisation. Or, la réduction de tous 
les rayons à un seul, et l'absence de toute polarisation dans les mi- 
lieux où la lumière reste la même en tous sens, étant constatées par 
l'expérience, nous avons tiré de notre analyse cette conclusion défini- 
tive que, dans la lumière ordinaire, les vibrations sont transversales, 
c'est-à-dire perpendiculaires aux directions des rayons; et ainsi l'hypo- 
thèse que Fresnel avait admise, malgré les arguments et les calculs 
d'un illustre adversaire, s'est transformée en une réalité. 

Nous allons maintenant appliquer la théorie que nous venons de 
reproduire en peu de mots à la propagation de la lumière dans les 
cristaux à un axe ou à deux axes optiques. Pour y parvenir, il ne sera 
pas nécessaire d'employer les équations générales que nous avons 
données dans la 31* livraison des Exercices comme propres à repré- 
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senter le mouvement d'un système de molécules sollicitées par des 
forces d'attraction ou de répulsion mutuelle, et l'on pourra réduire ces 
équations aux formules (68) de la page 208 du troisième Volume (*), 
c'est-à-dire aux formules qui expriment le mouvement d'un système 
qui offre trois axes d'élasticité perpendiculaires entre eux. On pourra, 
d'ailleurs, supposer qu'aucune force intérieure n'est appliquée au 
système, et alors les formules dont il s'agit renfermeront seulement le 
temps /, les coordonnées x^ j, s d'une molécule quelconque m, ses 
déplacements Ç, y], 2^, mesurés parallèlement aux axes coordonnés, et 
neuf coefficients G, H, I, L, M, N, P,Q, R, dont les trois premiers sont 
proportionnels aux pressions supportées, dans l'état naturel du fluide 
éthéré, par trois plans respectivement perpendiculaires à ces mêmes 
axes. Les coefficients dont il est ici question étant regardés comme 
constants, on construira sans peine l'ellipsoïde dont les trois axes sont 
réciproquement proportionnels aux trois vitesses de propagation des 
ondes planes parallèles à un plan donné, et dirigés parallèlement aux 
droites suivant lesquelles se mesurent les vitesses propres des molé- 
cules éthérées dans ces ondes planes. On pourra ainsi déterminer : 
I** les directions des trois rayons polarisés, produits par la subdivision 
d'un rayon lumineux dans lequel les vibrations des molécules auraient 
des directions quelconques; 2° la vitesse de la lumière dans chacun 
de ces trois rayons; 3** les diverses valeurs que prendrait cette vitesse 
dans les rayons polarisés, produits par la subdivision de plusieurs 
rayons lumineux qui partiraient simultanément d'un même point. 
Enfin, l'on pourra construire la surface à trois nappes, qui, au bout 
du temps /, passerait par les extrémités de ces rayons, et que l'on 
nomme hisurface des ondes. Quant à l'intensité de la lumière, elle sera 
mesurée, dans chaque rayon, par le carré de la vitesse des molécules. 
Cela posé, si l'élasticité du fluide éthéré reste la même en tous sens 
autour d'un axe quelconque, parallèle à l'axe des s, on aura 

(I) G = H, L = M=:3R, P = Q; 

(«) OEuvres de Cauc/ty, S. Il, T. VUI, p. liy. 
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et, par conséquent, les neuf coefficients dépendant de la distribution 
des molécules dans l'espace se réduiront à cinq, savoir : H, I, N, Q, R. 
Il y a plus : deux nappes de la surface ci-dessus mentionnée pourront 
se réduire au système de deux ellipsoïdes de révolution, circonscrits 
l'un à l'autre; et, pour que cette dernière réduction ait lieu, il suffira 
que la condition 

(2) (3R-Q)(N-Q)=:4Q* 

soit remplie. Enfin, l'un des deux ellipsoïdes deviendra une sphère 
qui aura pour diamètre l'axe de révolution de l'autre ellipsoïde, si l'on 
suppose 

(3) H = I; 

et alors la marche des deux rayons polarisés sera précisément celle 
qu'indique le théorème d'Huygens, relatif aux cristaux qui offrent 
un seul axe optique. Or, l'exactitude de ce théorème ayant été mise 
hors de doute par les nombreuses expériences des physiciens les plus 
habiles, il résulte de notre analyse que, dans les cristaux à un axe 
optique, les coefficients H, I, N, Q, R vérifient les conditions (a) 
et (3). D'ailleurs, l'élasticité du fluide éthéré n'étant, par hypothèse, 
la même en tous sens qu'autour de l'axe des 5, il n'est pas naturel 
d'admettre que l'on ait G = H = I, à moins que l'on ne suppose les 
trois coefficients G, H, I généralement nuls. Il est donc très probable 
que dans l'éther ces trois coefficients s'évanouissent, et avec eux les 
pressions supportées par un plan quelconque dans l'état naturel. Cette 
hypothèse étant admise, l'ellipsoïde et la sphère ci-dessus mentionnés 
seront représentés par les équations 

(4) R ^Q-^' y -'' 

en sarte que y^ sera le demi-diamètre de la sphère et y/R le demi- 
diamètre de l'équateur dans l'ellipsoïde. Il importe d'observer que, 
dans les cristaux doués d'un seul axe optique, ces deux demi- 
diamètres, ou leurs carrés Q, R, sont toujours très peu différents l'un 
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de l'autre et qu'en conséquence l'ellipse génératrice de l'ellipsoïde 
offre une excentricité très petite. Il en résulte aussi que la condi- 
tion (2) se réduit sensiblement à la suivante 

N = 3R, 

c'est-à-dire à une condition qui est remplie toutes les fois que l'élas- 
ticité d'un milieu reste la même en tous sens autour d'un point quel- 
conque. Ajoutons que l'intensité de la lumière déterminée par le 
calcul, pour chacun des deux rayons polarisés que nous considérons 
ici, est précisément celle que fournit l'observation. Quant au troi- 
sième rayon polarisé, le calcul montre qu'il est très difficile de l'aper- 
cevoir, attendu que l'intensité de la lumK're y demeure toujours très 
petite quand elle n'est pas rigoureusement nulle. Nous rechercherons 
plus tard les moyens d'en constater l'exîstehce. 

Concevons à présent que, dans le fluide éthéré, l'élasticité cesse 
d'être la même en tous sens autour d'un axe parallèle à l'axe des 5. Si 
l'on coupe la surface des ondes lumineuses par les plans coordonnés, 
les sections faites dans deux nappes de cette surface pourront se 
réduire aux trois cercles et aux trois ellipses représentés par les 
équations 

V* -U -* 



R 


-+- 


Q 




t\ 
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-+- 
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= 


t\ 




-h 
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t\ 
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(5) Û^IT ='*' — Â— =^'' 



i» 



U 



= t'; 



et, pour que cette réduction ait lieu, il suffira que, les coefficients G, 
H, I étant nuls, les trois conditions 

( (M-P)(N-P)=:4PS (N-Q)(L-Q)^4QS 
^ i (L-R)(M-R)=:4RS 

toutes trois semblables à la condition (2), soient vérifiées. Il y a plus, 
si les excentricités des trois ellipses sont assez petites pour qu'on 
puisse négliger leurs carrés, les conditions (6) entraîneront la sui- 

OEuvrex He C. — S. l, t. II. I 4 
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yante 

(M-P)(N-.Q)(L-R) = (N-P)(L-Q)(M-R)=:8PQR, 

et l'équation de la surface des ondes pourra être réduite à 

( (x»-+-j*-+-5«)(P^»-+-Qy'4-R5«) 
^ j -[P(Q-+-R);r«-i-Q(R-hP)y«-+-R(P4-Q)5«]/«-i-^^ = o. 

Or, les trois cercles, les trois ellipses et la surface du quatrième de- 
gré représentés par les équations (î) et (7) sont précisément ceux 
que Fresnel a donnés comme propres a indiquer la marche des deux 
rayons polarisés, aperçus jusqu'à ce jour dans les cristaux à deux axes 
optiques; et l'on sait d'ailleurs que, dans ces cristaux, les excen- 
tricités des ellipses sont fort petites. Donc, les conditions (6) doivent 
y être sensiblement vérifiées. Au reste, il est bon d'observer que, si les 
excentricités devenaient nulles, ou, en d'autres termes, si l'on avait 

(8) P = Q^R, 

les conditions (6) donneraient 

(9) L = M = N=:3R, 

et que les conditions (8), (9) sont précisément celles qui doivent être 
remplies pour que l'élasticité d'un milieu reste la même dans tous 
les sens. 

Quant au troisième rayon polarisé, comme l'intensité de sa lumière 
est fort petite, il sera généralement très difficile de l'apercevoir, ainsi 
que nous l'avons déjà remarqué. 

En résumant ce qu'on vient de dire, on voit que, les conditions (6) 
étant supposées rigoureusement remplies, les sections faites dans la 
surface des ondes lumineuses par les plans coordonnés coïncideront 
exactement avec celles que Fresnel a données. Quant à la surface 
même, elle sera peu différente de la surface du quatrième degré que 
cet illustre physicien a obtenue, et, par conséquent, cette dernière 
est, dans la théorie de la lumière, ce qu'est le mouvement elliptique 
des planètes dans le système du monde. 
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Les excentricités des ellipses suivant lesquelles la surface des ondes 
se trouve coupée par les plans coordonnés, étant généralement fort 
petites pour les cristaux à un ou à deux axes optiques, il en résulte 
qu'on peut déterminer avec une grande approximation, dans ces cris- 
taux, les vitesses de propagation des ondes planes et les plans de 
polarisation des rayons lumineux à l'aide de la régie que je vais in- 
diquer. 

Pour obtenir les vitesses de propagation des ondes planes parallèles 
à un plan donné ABC et correspondant aux deux rayons polarisés 
que transmet un cristal à un ou à deux axes optiques, il suffit de 
couper Tellipsoïde que représente l'équation 

par un plan diamétral parallèle au plan donné. La section ainsi obtenue 
sera une ellipse dont les deux axes seront numériquement égaux aux 
vitesses de propagation des ondes planes dans les deux rayons. De 
plus, celui de ces deux rayons dans lequel les ondes planes se propa- 
geront avec une vitesse représentée par le grand axe de l'ellipse, sera 
polarisé parallèlement au petit axe, et réciproquement le rayon dans 
lequel les ondes planes se propageront avec une vitesse représentée 
par le petit axe de l'ellipse sera polarisé parallèlement au grand axe. 
Si l'on fait coïncider le plan ABC avec l'un des plans principaux de 
l'ellipsoïde, les deux rayons polarisés suivront la même- route, et les 
deux vitesses de la lumière dans ces rayons seront précisément les 
vitesses de propagation des ondes planes. Par suite, les vitesses de la 
lumière dans les six rayons polarisés, dont les directions coïncident 
avec les trois axes de l'ellipsoïde, sont deux à deux égales entre elles 
et à l'un des nombres y/P, VQ» V^R* Ajoutons que les deux rayons dont 
la vitesse est v^P sont polarisés perpendiculairement à l'axe des x, 
ceux dont la vitesse est \/Q perpendiculairement à l'axe des j, et 
ceux dont la vitesse est y/R perpendiculairement à l'axe des z. Dans 
le cas particulier où les quantités P, Q deviennent égales entre elles, la 
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surface représentée par l'équation (lo), ou 

devient un ellipsoïde de révolution dont Taxe est ce qu'on appelle /'axe 
optique du cristals Alors, l'un des demi-axes de la section faite par un 
plan diamétral quelconque est constamment égal à y^, ainsi que la 
vitesse de la lumière dans l'un des deux rayons polarisés. Le rayon 
dont il s'agit est celui qu'on nomme rayon ordinaire et il se trouve po- 
larisé parallèlement à la droite qui dans le plan ABC forme le plus 
petit et le plus grand angle avec l'axe optique, tandis que l'autre rayon, 
appelé rayon extraordinaire, est polarisé parallèlement à la droite 
d'intersection du plan ABC et d'un plan perpendiculaire à l'axe op- 
tique. Alors aussi les deux rayons ordinaire et extraordinaire se super- 
posent, quand ils sont dirigés suivant l'axe optique, et se réduisent à 
un rayon unique qui n'offre plus aucune trace de polarisation. 

Lorsque les trois quantités P, Q, R sont inégales, l'ellipsoïde re- 
présenté par l'équation (lo) peut être coupé suivant des cercles par 
deux plans diamétraux qui renferment tous deux l'axe moyen. Donc, 
les deux rayons polarisés se superposent lorsque les ondes planes 
deviennent parallèles à l'un de ces plans. Alors, la direction commune 
des deux rayons est ce qu'on appelle un ojoe optique. Donc, pour les 
cristaux dans lesquels l'élasticité de l'éther n'est pas la même en tous 
sens autour d'un axe, il existe deux axes optiques suivant lesquels se 
dirigent les rayons qui n'offrent plus aucune trace de polarisation. 

Toutes ces conséquences de notre analyse sont conformes à l'expé- 
rience, et même, dans des Leçons données au Collège royal de France, 
M. Ampère avait déjà remarqué que la construction de l'ellipsoïde 
représenté par l'équation (lo) fournit le moyen de déterminer les 
vitesses de propagation des ondes planes et des plans de polarisation 
des rayons lumineux. Seulement ces plans, que l'on croyait perpen- 
diculaires aux directions des vitesses propres des molécules éthérées, 
renferment, au contraire, ces mêmes directions. 
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Nous ajouterons qu'à Téquation (lo) on pourrait substituer la sui- 
vante 

(la) P:r«-hQy*-4-R«»=i. 

En effet, les deux sections faites par un même plan dans les deux 
ellipsoïdes que représentent les équations (lo) et (12) ont leurs axes 
parallèles et ceux de la seconde section sont respectivement égaux aux 
quotients qu'on obtient en divisant l'unité par les axes de la pre- 
mière. 

P. S. — Pour faire mieux saisir les principes ci-dessus exposés, je 
développerai, dans un second Mémoire, les diverses formules que j'ai 
seulement indiquées dans celui-ci. Je ferai encore, au sujet des mêmes 
principes, deux remarques importantes; et d'abord, lorsqu'on parle de 
l'attraction ou de la répulsion mutuelle des molécules d'un fluide 
éthéré, on doit seulement entendre que, dans la théorie de la lumière, 
tout se passe comme si les molécules de l'éther s'attiraient ou se re- 
poussaient effectivement. Ainsi, la recherche des lois que présentent 
les phénomènes si variés de la propagation, de la réflexion, de la ré- 
fraction, etc. de la lumière, se réduit au développement d'une loi plus 
générale qui renferme toutes les autres. C'est ainsi que, dans le sys- 
tème du monde, on ramène la détermination des lois suivant lesquelles 
se meuvent les corps célestes à l'hypothèse unique de la gravitation 
universelle. 

Je remarquerai en second lieu que, pour établir les propositions 
énoncées dans ce Mémoire, nous avons eu recours aux formules (68) 
de la page 208 des Exercices de Mathématiques, et que, pour réduire 
les équations différentielles du mouvement d'un système de molécules 
sollicitées par des forces d'attraction ou de répulsion mutuelle aux 
formules dont il s'agit, on est obligé de négliger plusieurs termes, par 
exemple ceux qui renferment les puissances supérieures des déplace- 
ments $, Y), ^ et de leurs dérivées prises par rapport aux variables in- 
dépendantes X, j, 5. Lorsqu'on cesse de négliger ces mêmes termes, 
on obtient, comme je le montrerai dans un nouveau Mémoire déjà pré- 
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sente à l'Académie, des formules à l'aide desquelles on peut non seule- 
ment assigner la cause de la dispersion des couleurs par le prisme, 
mais encore découvrir les lois de ce phénomène qui, malgré les nom- 
breux et importants travaux des physiciens sur cette matière, étaient 
restées inconnues jusqu'à ce jour. 



MÉMOIRE 

SUR 

LA POLARISATION RECTILIGNE 

ET 

LA DOUBLE RÉFRACTION <). 



Mémoires fie V Académie dei Sciences, t. XVIU, p. i53; 1842. 



Ce Mémoire sera divisé en trois paragraphes. Dans le premier para- 
graphe, après avoir rappelé les formules qui représentent les mouve- 
ments du fluide lumineux, dans le cas où la polarisation est rectiligne, 
je chercherai ce que deviennent ces formules quand on s'arrête à 
l'approximation du premier ordre, en négligeant la dispersion. Dans le 
second paragraphe, je montrerai comment on peut déduire, des for- 
mules dont je viens de parler, les axes optiques des milieux doués de 
la double réfraction. Enfin, dans le troisième paragraphe, j'indiquerai 
une méthode très simple, qui fournit immédiatement l'équation de ce 
qu'on nomme la surface des ondes. 

§!•*'.— Polarisation rectiligne. 

Considérons un système de molécules sollicitées par des forces 
d'attraction ou de répulsion mutuelles; supposons que ces molécules 
se réduisent à celles du fluide éthéré dans un milieu doué de la double 
rétraction et soient, au bout du temps /, 

Ç, Y), ^ les déplacements de la molécule m qui coïncide avec le point 
(*) Présenté à rAcadémie des Sciences, le ao mai 1889. 
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(j7, j, 5), ces déplacements étant mesurés parallèlement aux axes 

coordonnés; 
r la distance de l'origine des coordonnées au plan de Tonde lumineuse 

qui passe par le point {x, j, 5) ; 
/l'épaisseur d'une onde lumineuse; 
T le temps d'une vibration du fluide éthéré. 



Enfin, posons 



, 271 271 



Les équations du mouvement de l'éther dans la polarisation recti- 
ligne seront 

iÇ= A cos(kr — st-hfa), yï = R cos(Arr — st -hro), 
Ç = C CCS {kr — st-hm) 

(voir le Mémoire lithographie, sous la date d'août i836, p. 81) ('), 
cy, A, B, C désignant quatre constantes, dont les trois dernières seront 
liées entre elles par trois équations de la forme 



(41— 5«) A 4- c^B -h ^C r= O, 

(2) I ^A-h(Orc— 5«)B-+-<JL^C = o, 






où les coefficients 4^, ;)il, x dépendront de l'épaisseur et de la direc- 
tion d'une onde plane. Si, d'ailleurs, on nomme 

a, by c 

les cosinus des angles que forme, avec les demi-axes des coordonnées 
positives, la perpendiculaire au plan de l'onde qui passe par le point 
(;r,y, c), on aura non seulement 

(3) a»-f-6«4-c>=:i, 

mais encore 

(4) ax -\' by -^ cz = r; 

(») OEuvres de Caucfy, S. U, T. XV. 
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et, si l'on prend 

(5) uzzika^ i> = kb, wz^kc^ 

on tirera des équations (4) et (5) 

(6) a»4-^''4-w«=iA:» 

et 

(7) ux -^ vy -\- wz =z A*r. 

Alors aussi le plan, mené par l'origine parallèlement à celui de 
l'onde lumineuse, pourra être représenté à volonté par l'une ou l'autre 
des deux formules 

(8) ax -^ by -h cz=io^ ux -\- vy -^ wz-=.o. 
D'autre part, comme on tirera des équations (i) 

il est clair que, dans le mouvement exprimé par ces équations, les 
molécules éthérées se déplaceront parallèlement à la droite représentée 
par la formule 

Donc, x\, B, C désigneront des quantités proportionnelles aux co- 
sinus des angles formés par cette droite avec les demi-axes des coor- 
données positives et pourront représenter ces cosinus eux-mêmes, si 
aux formules (2) on joint la suivante 

(11) A«-hB«-+-0 = i. 

Enfin, il est évident que les valeurs de ?, yj, 2^, fournies par les équa- 
tions (i), ne varieront pas, si l'on y fait croître simultanément / de A/ 
et r de û A/, pourvu que la valeur de ù vérifie la condition 

(12) kÇl — s 

OEuffes de C. — S. I, t. H. l5 
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de laquelle on tire 

(.3) «=J = f 

Donc, la vitesse de propagation de la lumière sera précisément la 
valeur de û, déterminée par la formule (i3). 
Si Ton fait pour abréger 

(i4) c=c-^' in = orc-— , « = x--^, 

les formules (2) donneront 

(.5) (,e_«)B^^<r(^ + |^^), 

puis on en tirera 

/.AN ; ABC 

^'^^ ■ _A B C_, 5-^l^S 



^ ^ ^ A~ ^A A^ ^^ 

et, par suite, 

^A A^' <S^ ___ 

ou, ce qui tevient au même. 

L'équation (18) étant du troisième degré, par rapport à^-, fournira 
trois valeurs de s^ et, par suite, trois valeurs de la quantité positive 5,' 
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auxquelles répondront trois systèmes de valeurs des rapports 

B C 

déterminés par les équations (2) et, par suite, trois droites, repré- 
sentées chacune par une formule semblable à la formule (10). Or, 
d'après la fo'rme des équations (2), on reconnaît immédiatement que 
les trois droites dont il s'agit sont respectivement parallèles aux trois 
axes de l'ellipsoïde représenté par l'équation 

(19) 41^» -f- Oit/* 4- ^z^-h 29yz 4- 2^cx-h2^j;/ = i, 

OU, ce qui revient au même, par la suivante 

(20) ira;*+iny= + ific»-^^%^(^|4-|4-|-y = i, 

tandis que les trois valeurs de s sont respectivement égales aux 
quotients qu'on obtient en divisant l'unité par les trois demi-axes de 
cet ellipsoïde. 

Soient maintenant : 

r la distance de la molécule m, ou du point (a;, j, 5) avec laquelle elle 
coïncide, à une molécule voisine m, dont les coordonnées sont 
X 4- àx, y -+- Ay, 5 4- As ; 

mmf(r) l'action mutuelle des deux molécules m, m; 

OL, 6, Y les angles formés par le rayon r avec les demi-axes des coor- 
données positives; 

l'angle formé par le même rayon avec la perpendiculaire abaissée de 
l'origine sur le plan de l'onde. 

Enfin, posons 

(21) f(^r)^rî'(r)-Ç{r). 

On aura 

(22) cosô = acosa 4- 6cos6 4- ccosy, 
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par conséquent 

(23) kcosd=i ucosa -hçcosS-}- wcosy. 
Cela posé, si l'on fait pour abréger 

(24) 5 = s|m ^[i — cos(Arcosd)]|, 



"( /(^) f' /.2^^cî;t_^ cosikrcosdy 



(25) ocr^zS^m-^-^M^A-^cosM+ ^'^^^y^'^n i, 



le signe S indiquant une somme de termes semblables, relatifs aux 
diverses molécules m voisines de m; les valeurs de 5, DC, déterminées 
par les formules (24)» (^S), ou, ce qui revient au même, par les sui- 
vantes 

(36) 5=zS|m [i — cosr(M cosa-4- t'cosê -i-w'cosy)]!, 

i.x/. a\ f(r)[{ucosa-hvcosB-{-wcosy)^ 
tK = O < /?l • — 
r L 2 
oos/*(« cosa -h rcos6-h M^'cosy)']^ 
. "" 7^ Ji' 

pourront être considérées comme des fonctions des seules quantités m, 
^, w\ et les valeurs des coefficients 

^, OK, X, «, % .<a, 

contenus dans les équations (2), seront déterminées en fonction de m, 
(^, iv par les formules 

(^9) *=X7T^/ ^=:i:rx:' ^^ 



Les formules (26), (27), (28), (29) supposent que les deux 
conditions 

(3o) Srm^sin(A:rcos5) I =0, S rmî^^sin(Arcos3)l = o, 
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ou, ce qui revient au même, les deux suivantes 



(3i) 



S m -^ sinr(ttCOsa 4- t'cosê -«- wcosy) = o, 
S m ^ sinr(i/cosg-t- i'C0s6-f- «'cosy) U=o, 



se trouvent vérifiées, quelles que soient les valeurs attribuées àw, ^, w^; 
ce qui arrivera, par exemple, si dans l'état d'équilibre du fluide éthéré 
les diverses molécules sont deux à deux égales et distribuées symétri- 
quement de part et d'autre d'une molécule quelconque m, sur des 
droites menées par le point avec lequel cette molécule coïncide. 

En vertu des formules (26), (27), (28), (29), jointes aux équa- 
tions (i4)» les coefficients 

<, OTt, X, ï, ^. a, £, m. Xi 
représentent des fonctions déterminées des trois quantités 
M, 1% «V ou koy kb^ kcy 

par conséquent des trois cosinus 

a^ by c 

et de la quantité k. Considérés simplement comme fonctions de k, ces 
coefficients sont développables en séries qui, ordonnées suivant les 
puissances ascendantes de ^, offriront des premiers termes propor- 
tionnels à P. Cela posé, étant donnés les trois cosinus a, 6, c, qui 
déterminent la direction d'une onde plane et l'épaisseur / de cette onde, 
ou, ce qui revient au même, la quantité k, l'équation (18) fournira 
trois valeurs différentes de s et, par suite, trois valeurs différentes 

s • 

û = -, qui se trouveront immédiatement exprimées en fonctions^ie a, 

6, c, k. Il y a plus : comme l'équation (18) fait dépendre 5 de ^ et réci- 
proquement^ de 5, on pourra supposer les trois valeurs de ù exprimées 
en fonctions de a, 6, c, s. D'ailleurs, la constante 5 ou T est celle qui 
détermine la nature de la couleur. Donc, la propagation de la lumière 
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dans une direclion donnée donnera généralement naissance, pour 
chaque couleur, à trois systèmes d'ondes planes, qui se propageront 
dans un milieu doublement réfringent, avec trois vitesses différentes. 
De ces trois systèmes d'ondes planes, deux correspondront évidemment 
aux deux rayons lumineux qui ont été obser\'és dans les milieux doués 
de la double réfraction, et qui se réunissent de manière à n'en plus 
former qu'un seul dans les milieux où la réfraction est simple. Quant 
au troisième système d'ondes, il répond à des vibrations d'une nature 
particulière dans le fluide élhéré, qui n'ont point été encore observées, 
à moins qu'elles ne soient précisément les vibrations calorifiques. Si 
l'on réduisait les développements obtenus à leurs premiers termes, 
respectivement proportionnels à P, les trois valeurs de s seraient pro- 
portionnelles k i; par conséquent, les trois valeurs de û = -r devien- 
draient indépendantes de k, ou de s, et dépendraient uniquement des 
cosinus a, 6, c. Donc, alors la vitesse de chaque système d'ondes 
deviendrait indépendante de la nature de la couleur; et les formules 
obtenues seraient celles auxquelles on parvient quand on néglige la 
dispersion. Alors aussi les valeurs de 

B C 
X' Â 

tirées des équations (2^ seraient elles-mêmes indépendantes de i ou 
de 5, et pour une direction donnée du plan représenté par l'équa- 
tion (8), c'est-ii-dire pour des valeurs données de a, b, c, on obtien- 
drait trois espèces d'ondes propagées avec trois vitesses différentes, et 
dans lesquelles les vibrations moléculaires seraient parallèles à trois 
axes rectangulaires, savoir aux trois axes de l'ellipsoïde représenté par 
l'équation (19). Il y a plus : les trois espèces d'ondes qui rempliront 
ces dernières conditions pourront être censées correspondre à la 
même valeur de A et à trois couleurs différentes, ou bien à la même 
couleur et à trois valeurs différentes de i, puisque les trois valeurs de 

chacune des quantités 

B C 
^' Â' Â 



ET UA DOUBLE REFRACTION. 119 

dépendront uniquement de a, 6, c. Mais, si l'on cesse de négliger la 
dispersion, les valeurs de 

"• V Â 

dépendront, en vertu des formules (i5) et (i8), non seulement de a,. 
A, c, mais encore de la quantité k ou /, par conséquent de l'épaisseur 
d'une onde; et les trois espèces d'ondes, dans lesquelles les vibrations 
moléculaires seront respectivement parallèles aux trois axes de l'ellip- 
soïde représenté par l'équation (19), correspondront à une même 
valeur de ^ et à trois valeurs différentes de ^ = kÇi, ou à trois couleurs 
différentes, les trois valeurs de tétant déterminées par l'équation (18), 
ainsi que les trois valeurs correspondantes de la vitesse de propaga- 
tion û. Il ne sera pas inutile d'observer que l'ellipsoïde représenté par 
l'équation (19) peut l'être encore parla suivante 

(32) 

j d^tK ^*cK ^*cX* 

\ ^ ôvâsv dwdu '^ audv 

à laquelle on parvient en substituant dans l'équation (19) les valeurs 
de 41f 311/, d^^ <£, ^, A, tirées des formules (28) et (29). 

Dans un milieu doué de la double réfraction, on peut, en général, 
faire passer par un point quelconque trois plans rectangulaires entre 
eux et tellement choisis que, étant données deux droites symétrique- 
ment placées par rapport à l'un de ces plans, les ondes planes perpen- 
diculaires soit à l'une, soit à l'autre droite, se propagent avec la même 
vitesse et que, dans les deux espèces d'ondes perpendiculaires aux 
deux droites, les molécules symétriquement placées, par rapport au 
plan que l'on considère, offrent encore des vitesses de vibration égales, 
dont les directions soient celles de deux nouvelles droites symétri- 
quement disposées de part et d'autre du même plan. L'expérience 
montre du moins qu'en chaque point d'un milieu doublement réfrin- 
gent ces conditions se trouvent remplies, par rapport à trois plans 
rectangulaires entre eux, à l'égard des deux systèmes d'ondes planes 



â 
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qui correspondent aux deux systèmes de rayons lumineux observés. 
Il est naturel de supposer que les mêmes conditions se vérifieraient 
encore à l'égard du troisième système d'ondes planes. Nous admettrons 
cette hypothèse et nous appellerons axes de polarisation les trois axes 
rectangulaires suivant lesquels se coupent les trois plans dont il 
s'agit : axes qui, comme ces plans, restent parallèles à eux-mêmes, 
quand le point par lequel ils passent varie. Si, en faisant coïncider ce 
point avec l'origine des coordonnées, on prend les axes de polarisation 
pour axes des x, y, z\ les trois valeurs de la vitesse û, par consé- 
quent les trois valeurs de la quantité s = kù, déterminées, à l'aide de 
la formule (i8), en fonctions de a, b, c, k ou de w, ^, iv, resteront 
invariables, quand, des trois cosinus 

a, by Cy 

un seul, par exemple a, changera de signe avec ka = w, tandis que les 
valeurs correspondantes de A et, par suite, celles des rapports 

B C 

déterminées à l'aide des formules (i5), changeront de signe. Donc 
alors, dans l'ellipsoïde représenté par l'équation (19) ou (32), les lon- 
gueurs des trois demi-axes, respectivement égales aux quotients qu'on 
obtient en divisant l'unité par les trois valeurs de s, resteront inva- 
riables; tandis que chacune des trois droites, suivant lesquelles sont 
dirigés les trois .axes de l'ellipsoïde, se trouvera remplacée par une 
droite symétriquement placée de l'autre côté du plan des j, :;. En effet, 
lorsque le changement de a en —a ou, ce qui revient au même, de u 
en — w entraînera un changement de signe des rapports 

B C 
A' Â' 

la formule (10) se trouvera remplacée par la suivante 

^''^ -î = î = i^ 
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et les formules (lo), (33) représentent évidemnnent deux droites 
symétriquement disposées de part et d'autre du plan des j, 5. Il y a 
plus : d'après ce qu'on vient de dire, dans tout milieu réfringent qui 
aura pour axe de polarisation les axes rectangulaires des x, y, 5, le 
changement de w en — w transformera l'ellipsoïde représenté par 
l'équation (19) ou (32) en un autre ellipsoïde, qui offrira des axes 
égaux à ceux du premier, et dirigés, non plus suivant les mêmes 
droites, mais suivant des droites symétriquement placées de l'autre 
côté du plan des y, z. Donc, le nouvel ellipsoïde sera égal au premier, 
et tous deux seront symétriquement placés par rapport au plan 
des j, z. Donc, l'équation du nouvel ellipsoïde sera celle qu'on obtient 
en remplaçant, dans l'équation (32), x par — x, savoir ^ . 

(34) 

^* dv div *' dw du ^ du dv ^ ^ 

par conséquent, 5 restera invariable, tandis que u changera de signe; 
et, des six dérivées du second'ordre 



(35) ^ 



(^«OC 


£>*0C 


d^tK 


d«^ 


()«c'K 


d-r^ 


du^' 


dV' ' 


dw^' 


dv dw' 


Owôu 


du dv ^ 



les deux dernières devront seules changer de signe avec w. Or, cette 
condition ne pourra être remplie, pour la fonction de w, i', tv, repré- 
sentée par oc et développable, en vertu de la formule (27), suivant 
les puissances ascendantes et entières des variables w, ^, iv, en une 
série dont chaque terme sera de degré pair relativement au système de 
ces trois variables, à moins que tous les termes proportionnels à des 
puissances impaires de la variable u ne disparaissent par la réduction 
de leurs coefficients à zéro. Effectivement, les termes de cette espèce 
étant différentiés deux fois de suite par rapport à w, ou bien une seule 
fois par rapport à u et une seule fois par rapport à i' ou à iv, fourniront 
chacun trois dérivées du second ordre qui, si elles diffèrent de zéro, 
changeront de signe avec u dans le premier cas, sans en changer dans 

OPMvres de C. — S. I, t. II. l6 



(38) 
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le second, et qui, en conséquence, devront disparaître des développe- 
ments des trois expressions 

(36) 



du* du dv^ du div 

Or, Dt ne renfermant aucun terme proportionnel à la seule variable i/, 
la disparition dont il s'agit ne peut avoir lieu que dans le cas où tous 
les termes proportionnels ii des puissances impaires de // disparaissent 
eux-mêmes et s'évanouissent avec leurs coefficients respectifs. Par 
conséquent, dans un milieu qui offrira pour axes de polarisation les 
axes rectangulaires des a?, y, z, dc restera invariable avec :s, tandis 
que u changera de signe. On prouvera de même que, dans un tel 
milieu, -•> et DC devront rester invariables, après le changement de signe 
de r ou de iv. Donc, en définitive, les développements de 5 et de ^ 
devront alors renfermer uniquement les puissances paires de chacune 
des variables m, v, w^ et les seconds membres des formules (26), (27) 
ne seront point altérés quand on y remplacera ensemble ou séparé- 
ment u par — w, r par — r et w par — w. Ainsi l'on aura, quels que 
soient //, r, iv, 

S m -^ — cosr( 1/ cos a 4- i' cos 6 -h «* ces y ) 

=:S m cosr( — u cosa -+- ccosê -h M^cosy) 

= S m cosr( i/cosa — - rcos6 -Mï'cosy) 

= S m — ^cos/*( u cosa H- i^cosê — ivcosy) L 

\ /(/•) !"(// cosa -4- t'ros6 4- urosy)* cosr(u cosa -h rcoso -h «rcosy)!/ 

/ /• L 2 . 2 j\ 

l f{r) !"(— // cosa H- ï'cosê 4- trcosy)^ cosr( - //cosa -h i'cosê -hwcosy)"]/ 

^ i /( '') r('' cosa — (• cos6 -I- «icosy)* cos/(// cosa — v cosê -+- *vcosy)l ) 

=: S { //i — H '— 

( /• L 2 2 J) 

( /( r) V (u cosa -H i' coso — ir cosy)* voi>r(tt cosa -h c cos6 — ircosy)~|/ 

( /• L 2 2 J( 



(37) 
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ou, ce qui revient au même, 

iS m-^ — sin (rr cos6) siri(r«'cosy) cos(rM cosa) =o, 

^ ^, S m — ^siii(/«cosy) sin(rw cosa)cos(rç> cos6) =0, 

[ S m sin(r// cosa) sin(rr cosê) cos{nvcosy) =z o 

et 

I c\ /('*)r ^ sin(n'cos6)sin(rwcosy)co8(rwcosa)1/ 

l S m:^-^ iw cosêcosy.— ^ — '— ^ 1 =0, 

,, , ^ ^\ f{r)V sin(riveosv) sin(rMcosa)cos(/('cos6)"|/ 

(4o) < ^.nf^ ^ u'Mcosycosa ^^ '-^ ; ^^ ^ z= o, 

j ( ^ L '•* J) 

foi /('')[ /o sin(r// cosa) sin (/•rcoso)co8(/*ircosy)"|/ 

I S wî^-^ //t» cosacosê— ^ ^^ — i^ 1-: ' =0. 

Les formules (39) et (4o) devant, ainsi que les formules (3i), sub- 
sister indépendamment des valeurs attribuées à u, v^ w, entraîneront 
les diverses conditions qu'on obtient quand, après avoir développé les 
seconds membres de ces formules en séries ordonnées suivant les 
puissances ascendantes de w, i^, w, on égale à zéro le coefficient de 
chaque terme. Les conditions ainsi obtenues se vérifieront, par 
exemple, si les molécules d'éther sont deux à deux égales entre elles 
et distribuées symétriquement de part et d'autre d'un plan mené par 
une molécule quelconque m parallèlement à l'un quelconque des plans 
coordonnés. 

En vertu des formules (Sq), (4o), les équations (26), (27) donne- 
ront 

(^i) 5 = S^ m- I — cos(/7/cosa)cos(/vcosê)cos(/*i»'COsy) |, 

, ^ «i /(r) fM'cos'a -H r'cos'6 -h «^-cos'y ces (rw cosa) cos(n'cosê) cos(ra'cosy)]| 

Si l'on développe les seconds membres de ces dernières, et si l'on 
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fait d'ailleurs, pour abréger. 



(43) 



(44) 



(45) 



(i = Sr^f(/)cos»al, H = S| ^f(r)cos'6l, 

I = s[^f(/)cos'y], 
L = S r^"/(r) cos'al, M = S \^/(r) cos^sl, 

N = s|^/(/-)cos»y], 

P = S r^/(r) cos'S cos'yl , = 8 T^A'-) cos'y cos«« 1, 
R = S r^/( /•) cos'a cos'êl , 



on trouvera 

(46) .^ =G«»H-H.''-i-Itv«-H..., 

(47) L ^ J '^ 

puis on en conclura, eu égard aux formules (28) et (29), 

I DR. — (R-hG)«»- 

(49) \ ^ =^2Qivu-h.,., 

( a=r 2RMr H-. . ., 

et, par suite, eu égard aux formules (i4)» 

/ C =:^L-2^ -^G)i/'-+-(R4-H)(>«4-(Q4-l)*i'*-+-... 

(50) ' in=:(Q4-G)a»-f-('M-2-Î^H-HV'M (P 4- !)«'» + .. ., 
I Xi =(R4-G)t/*4-(P-hH)r*-h('N — 2ÎJ5 4.iy,.'4_.... 



(48) { Dll.r=(R-hG)««-f-(M-hH)r»-f-(P -hl)i»'»-h..., 

:(Q-l-G)w«-h(P -t-H)r«-f-(N-4-I)t1P'»4-..., 
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Enfin, si l'on pose 

1 a = ("l - 2 ^ 4- g) a» -h ( R 4- H ) Z^» 4- ( y 4- 1 ) c«, 
(5i) j è =(R4-G)a«-f-(M-2^H-H^6«-f-(P4-I)c«, 

on tirera des formules (49)» (5o), jointes aux équations (5), 

(52) *=='2P6cA**-4-..., ^ =:2QcaXr«4-..., ^ = aRa^Xr^H-. . ., 

(53) £=: 3>t» -4-..., m=: 'tk^ -h..., 11= Hk^ -h.... 

Pour obtenir l'approximation relative au cas où Ton néglige la dis- 
persion. Ton devra, dans les développements de 

«, % A, f, âl, m, 

fournis par les équations (52), (53), conserver seulement les premiers 
termes, c'est-à-dire les termes proportionnels à A^. En opérant ainsi, 
l'on aura simplement 

(54) «=2P6c^% ^ — 2Qcak\ <?a = 2Ra6^«, 

(55) £=:^k\ M = lùk\ îl=CA* 

et, en vertu de ces dernières équations jointes à la formule (12), les 
équations (i5), (17), (ï8), (20) donneront respectivement 



(56) ;(û._î,)B = aRP6(^4-^4-^). 
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et 

( (^y(û.-*)(û._c)-H(|y(ft'-«)(û«-3i) 

Les valeurs des quantités 

"' Â' A' 

fournies par Féquation (07) ou (58) et par les équations (56), dé- 
pendent uniquement des cosinus a, A, c et restent indépendantes de s 
ou de T, par conséquent de la nature de la couleur. Donc, ces équa- 
tions se rapportent effectivement au cas où l'on suppose les diverses 
couleurs propagées avec la même vitesse, c'est-à-dire au cas où l'on 
néglige la dispersion. Ces mêmes équations supposent d'ailleurs que 
le milieu réfringent offre trois axes de polarisation respectivement 
parallèles aux axes rectangulaires des or, y, %. 

Lorsque la propagation de la lumière s'effectue en tous sens suivant 
les mêmes lois, ce qui a lieu dans le vide, les valeurs de :i et de DC se 
réduisent aux suivantes 

(e.) ,=s[™'-^(,-î^')]=*'«[SH--. 

du Mémoire lithographie. On a donc alors, eu égard à l'équation (6), 

(62) '3 =(«»+„t^.j^t)s[^r(,.)| ^..., 

(63) \ 
«*-+- «''-(- w^H- îc'w'h- ai^'w*-!- 2M*('' - r mr ,, ,1 

^ 34 H^^^""^.!^ 
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Ces dernières formules devant s'accorder avec les formules (46), 
(47)» quelles que soient les valeurs attribuées k m, ^, m^, on en conclura, 
dans l'hypothèse admise, 

G=zH=r:l::zs[^f(r)], 

L = M = Nz=3P = 3Q = 3R=:Sr^/(r)l. 

Donc, lorsque la propagation de la lumière s'effectue en tous sens 
suivant les mêmes lois, les valeurs de 

G, H, I, L, M, N. P, Q, R 

vérifient les conditions 

(64) Gz=H~I, L=:M = N = 3P-3Q = 3R. 

Au reste, pour obtenir immédiatement ces dernières formules, il 
suQît d'exprimer que les quantités 

considérées comme fonctions de w, r, (v ou de 

a, b, c, A-, 

dépendent uniquement de k, par conséquent de la somme 

Car, dès lors, on doit avoir, quels qua soient w, s^, w, 

Gw*4-Hr--Hl»»'*=:GA-=G(//»-hr--f-tvï), 
Li/* -h Mi^* -+- N tv* -^ 6 P r*(v'- -h 6Q ^v'^^- -h 6R mM>^ 
m L X:^ = L ( M* -\- \^^ H- <v^ -+- 2 ('* w' -h 2 tp* //* -h 2 u^ v^ ) 

et, par suite, 

G=^H=:I, L = ]Vf=:N, 6P=i6Q = 6R = 2L. 

Des équations (28) et (29) jointes aux formules (Go) et (Gi) Ton 
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tirera 

(65) <_=g + 5«', ùrL = g + Sç\ 3t = (,' + ,«;«-', 

(66) «f^S""'. ^ = !)*^u, A=zSHi', 

les valeurs de g, 5 étant celles qui déterminent les équations 

(6,) «=■■•- -;^- 



ou 

(69) g = s,|m^(^.-^^)J + s[m^'(5 + -^fj^-^J. 

/ X 1.1 P tîf /('')/ sin Xrr .. cosXrr ^sinXrrXI 

(70) A:'.5 = 8[m^(^ _ _ 3^^ + 3^^jJ. 

Cela posé, les formules (i4) donneront 

(71) £ = m=ziii = g 

et les formules (i5), (i8) se réduiront à 

(73) (55-g).(5»-Ç-5Ar«) = o. 

L'équation (73), résolue par rapporta s^, fournit deux racines égales 
à Cj\ une seule égale à ç-hfjk^. Lès deux premières racines corres- 
pondent aux deux systèmes d'ondes planes et de rayons lumineux, qui 
se réduisent à un seul système dans, les milieux doués de la réfraction 
simple. Comme on tire d'ailleurs des formules (72) et (73), jointes 
aux formules (5) et (i), pu 

(74) s^^g 
et 

(-5) i(\ -H t'B -\-wC = o, 



, 


ET 


LA 


DOUBLE RÉFRACTION 


par conséquent 








{-6) 






aAH-6B-l-cC = o 


et 






" 


(77) 






al+ b-n-i-cZ — o; 


OU bien 








(78)' 






s'=ij+5f'* 


et 






A_B_C 

U V iV 


par conséquent 








(79) 






A_B_C 

a~^ b c 


et 








(80) 






a b c^ 
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il est clair que, dans un milieu où la lumière se propagera (^n tous sens 
suivant les mêmes lois, les vibrations des molécules d'éther seront, 
en vertu de la formule (77) ou (80), comprises dans les plans des 
ondes, ou perpendiculaires à ces mêmes plans, suivant qu'il s'agira des 
ondes de l'une ou de l'autre espèce, c'est-à-dire des ondes qui corres- 
pondront ou de celles qui ne correspondront pas aux rayons lumineux 
observés. 

Au reste, on arriverait aux mêmes conclusions en partant des for- 
mules (5G), (58), qui peuvent être substituées aux formules (i5) 
et (18) dans le cas où le milieu réfringent offre trois axes de polarisa- 
tion parallèles aux axes rectangulaires des x,y, z, et où l'on néglige 
la dispersion. Car, en supposant que la propagation de la lumière 
s'effectue en tous sens suivant les mêmes lois, et ayant égard 
aux conditions (64) ainsi qu'à la formule (3), on tirera des équa- 
tions (5i) 

(81) :?l:rfi5 = €=:K-f-I, 
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et, par suite, les formules (5(>), (58) donneront 

/ (Û«-R-l)A = 2Rrt(aA-4-^»B-+-cC), 

1^82) ) (£2*— R-I)B =2R6(^A-f-^»B-hcC), 

( (£2«-R-l)C==2Rc(flA-h^»B-hcC); 

(83) (Û*-R-I)»(£2» — 3R-I) = o. 

Or, l'équation (83), résolue par rapport à û^, fournira deux racines 
égales à R H- I, une seule égale à 3R h- I; et il est aisé de s'assurer 
qu'en vertu des formules (82) l'équation 

(84) ft'rrR-t-l 

«entraînera les formules (76), (77), tandis que l'équation 

(85) Û'=3R4-1 

4>ntrainera les formules (79) et (80). 

Lorsque la propagation de la lumière s'effectue en tous sens suivant 
les mêmes lois, non plus autour d'un point quelconque, mais seule- 
ment autour de tout axe parallèle à une droite donnée, alors, en pre- 
nant cette droite pour axe des x^ on voit les valeurs de -3 et de oc, con- 
sidérées comme fonctions de 1/, ^, tv, se réduire à celles que fournissent 
les équations (12), (i3) du paragraphe VI du Mémoire lithographie, 
par conséquent à des fonctions des seules quantités u et 

(86) ^^-^-iv» = l^ 

Alors aussi, en posant, pour abréger, 
187) r.z.,-^-— , 



/) - 7 -À. ' 






»'> - - .,„ 



.j^m. 
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on trouve 

(90) Ole =: g -h ,5 i>\ DL = CJ -V /j iv\ 

(91) y? = /jrir, ^=:l')ir, A=::XDv, 

et, par suite, les formules (i5) et (18) deviennent 

(93) (5«-y)B=:i^[r)A-4-5(i>B-i-ivC)], 

( (5'— (0C = tv[OA 4-,5(('B-h«^C)] 
et 

(94) (^*-(n[(^*-^)(^^-(j-5^*)-^*^']-o. 

Or, comme les deux dernières des formules (93) donnent 

(95) (5«~g)(Biv-Ci>) = o, 
on vérifiera ces formules, soit en posant 

(96) s^^g 
et, par suite, 

(97) A=:0, Bç-^ CiV = 0^ 

\ 

excepté dans le cas où, la condition 

(98) (C-îi)c5-^'^'=o 

étant remplie, les équations (97) devront être remplacées par la seule 
équation 

(99) V\-h}j{vB-^ivC) = o, 

soit en posant 
(100). 

et, par suite, 

(ICI) (.ç»_^)(5«-Ç-5,*)-t)«t«=0. 



B_ C 
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On tire, d'ailleurs, de la formule (loo), combinée avec la première 
des équations (gS), 

(102) 






puis, des formules (97) et (102), combinées avec les formules (i), 



(io4) 






En vertu des formules (io3) et (io4), jointes aux formules (5), les 
déplacements moléculaires s'exécuteront parallèlement à la droite 
représentée par les équations 

(io5) j? = o, by -^ czz=o, 

OU parallèlement à la droite représentée par la formule 



(106) 






.«-41 



suivant que la relation entre 5'^ etk se trouvera exprimée par l'équa- 
tion (96) ou par l'équation (loi). Il est d'ailleurs facile de reconnaître 
que ces deux droites sont perpendiculaires Tune à l'autre, et que la 
première coïncide avec la trace du plan des y, z sur le plan mené pa- 
rallèlement au plan d'une onde par l'origine des coordonnées. 

Puisqu'en supposant la lumière propagée suivant les mêmes lois en 
tous sens autour de tout axe parallèle à l'axe des x, on voit les valeurs 
de ^ et de A se réduire à des fonctions des seules quantités 

u et ç^-^w'—i^, 
on doit avoir alors, dans les formules (46) et (47)» 

L//*-hMr*4-Nt^-h6P/inv«4-6Qtv^(i5-h6Rw»r» 
= Lw*-+-6Qa*i*-+-Mt*=Lw^-h6Qw*((^»-f-«>»)4-M(t>^4-2(>nv»-h<ï^^), 
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quels que soient w, v, w, et, par suite, 

(107) H=il, M = N = 3P, Q=R. 

Les conditions exprimées par ces dernières formules font évidem- 
ment partie de celles que donnent les formules (G4). 

En vertu des formules (107), jointes à la formule (86), les équa- 
tions (46) et (47) donnent 

(108) 5 — Ga«4-It»H-..., 

(109). DC3=Sm^4-i('gL/i*+Rw«t«-+-^Pi*)-h...; 

et, par suite, on tire des formules (87), (88), (89), 



(110) 






Ç = 


:(R 


-hG)«'+(P-hI)i' + ..., 


(III) 




, 






5= aP 4-..., 


(lia) 










t) = aR«H-..., 


tandis 


que 


la 


première 


des 


formules (28) donne 


(ii3) 






<.= 


:(L 


-t-G)«'-t-(R + !).'« + .... 



Les seconds membres de ces dernières équations peuvent être 
réduits à leurs premiers termes, lorsqu'on néglige la dispersion. On 
peut donc prendre alors 

(ii4) g = (R -h G)««H-(P + !)(!>«+ iv«), 
(i«5) /i = 2lN 

{116) t) — aRa, 

(117) <^=(L-+-G)w»H-(R-hl)(r«H-«'«). 

Alors aussi des formules (96) et (loi), combinées avec les for- 
mules (5) et (12), on tire 

(118) îit=(R_HG)a»-h(P-+-I)(^«-f-c^) 

et 

j [Û*-(L4-G)a--(R4-I)(^»'4-c»)] 
"^ ( X [Û« — (R -h G)a«— (aP -h R -H l)(6«4- c*-)] - 4R'a«(^»*-h c») = o 
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Quand on se propose seulement de tirer de l'équation (57) les va- 
leurs approchées des û' relatives aux deux rayons lumineux observés, 
on peut remplacer cette équation par une autre plus simple. En effet, 
quoiqu'il existe un grand nombre de milieux doués de la double 
réfraction, et dans lesquels la lumière ne se propage pas en tous sens 
suivant les mêmes lois, par conséquent, un grand nombre de milieux 
dans lesquels les conditions (64) cessent d'être rigoureusement rem- 
plies, néanmoins, comme dans ces milieux mêmes la différence entre 
les vitesses de propagation des deux rayons observés est ordinairement 
très petite, il est naturel de penser que les conditions (64) s'y vérifient 
approximativement, ainsi que les formules (81), et qu'en conséquence 
les valeurs de û^ relatives aux deux rayons lumineux y diffèrent très 
peu de chacune de» quantités 

^, Î5, «. 

Cela posé, les valeurs de û relatives aux deux rayons lumineux 
fourniront généralement de très petites valeurs des différences 

(120) Û«-a, Û«-i>, a'-'t, 

par conséquent, de très grandes valeurs de chacune des fractions com- 
prises dans le premier membre de l'équation (57). On pourra donc, 
dans un calcul approximatif, négliger le second membre par rapport 
aux fractions dont il s'agit, et réduire l'équation (37) à celle-ci 



(pT . (-o)' ■ («)■ 



« 

ou même, puisque les quantités P, Q, R sont peu différentes l'une de 
l'autre, à la simple formule 



(122) 



Lorsque, dans cette dernière formule, on fait disparaître les déno- 
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minateurs, l'équation que l'on obtient, savoir 

(123) a«(Û-î5)(£2«— €)-f-6»(Q*— €)(îi*— a)4-c'(Û — a)(Û — i5)=:o, 
ou 

(124) £2*-[^(6'H-c»)-hîî(c'+a»)H-C(a«4-6*)]û»-f-Ma«-f-06«-h3ic«=o, 

est par rapport àû^, non plus du troisième degré, mais du deuxième 
degré seulement, et ses deux racines représentent les carrés des va- 
leurs approchées des vitesses avec lesquelles se propagent les deux 
rayons lumirieux observés dans un milieu doué de la double réfrac- 
tion. On arriverait encore aux mêmes conclusions en partant de l'équa- 
tion (58). En effet, si l'on considère comme très petites du premier 
ordre les différences qui existent soit entre les trois quantités G, H, 1, 
soit entre les six quantités 

L, M, N, 3P, 30, 3R, 

les différences (120) seront elles-mêmes très petites du premier ordre, 
et comme, dans l'équation (58), les termes que renferme le premier 
membre seront du deuxième ordre, on pourra, vis-à-vis de chacun de 
ces termes, négliger le dernier membre, qui sera du troisième ordre, 
et réduire l'équation (58) à 

ou, ce qui revient au même, à 

<z»(Q»~a)(Q^-C)-4-6M^'— C)(Q^~3)-4-cMQ'— ^)(Q'— iig) 

P« 

Or, les différences 



ou 



r 1 

pi - Qî' 


I 1 

pi -ai' 


^(Q-P). 


w^*^-**) 
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étant évidemment du premier ordre, le second membre de la dernière 
formule pourra encore être négligé comme étant du deuxième ordre, 
et, par suite, cette formule pourra être réduite à l'équation (124). 

Concevons maintenant que, dans un milieu réfringent qui offre trois 
axes de polarisation respectivement parallèles aux axes rectangulaires 
des x^y^ z, le plan d'une onde soit perpendiculaire à l'un de ces axes, 
par exemple à l'axe des x, on aura 

(i25) ai=:i, 6 = 0, c = o, 

et les formules (56), (57), relatives au cas où l'on néglige la disper- 
sion, donneront 

j(lî«-3-.a^a«)A=o, 

('^^) j (û«-»)B:=:0, 

( (£2»-€)C = o, 

(127) ^ût->.a-^a«)(£2«~»)(Û«-(l) = o, 



(128) ) (ft*— H-G)B = o, 



OU, ce qui revient au même, eu égard aux formules (5i), 

(Û«— L -G)A = o, 

( (£2«-Q-G)C=o, 
(129) (Û«-L-G)(Û»-R-G)(Û»-Q — G) = o. 

Des trois valeurs de û* fournies par l'équation (129), savoir 
(i3o) L-^G, R4-G, Q-f-G, 

la première se réduit à 3R -h I, et les deux dernières à R -f- I, lorsque 
les conditions (64) sont rigoureusement remplies. Les deux dernières 
sont donc celles qui se rapportent aux deux rayons lumineux observés, 
et, en vertu des formules (ia8), on aura pour ces deux rayons, en 
supposant les plans des ondes perpendiculaires à l'axe des œ, ou 

(i3i) £2»zz:Rh-G, A = o, G = o, 
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par conséquent 

(l32) $~0, C=:0, 

OU 

(i33) Û*=:Q-+-G, A = o, B=o, 

par conséquent 

(l34) $ = 0, Yï=:0. 

Donc, lorsque les plans des ondes sont perpendiculaires à Taxe 
des a? et parallèles au plan des j^, z, les vibrations des molécules sont 
parallèles à Taxe des j, en vertu des formules (i32), et se propagent 
avec la vitesse v^R-hG, ou bien elles sont, en vertu des formules (i34), 
parallèles à l'axe des z et se propagent avec la vitesse y^Q -i- G. Par des 
raisonnements semblables, on prouve généralement que les vitesses de 
propagation des ondes renfermées dans des plans perpendiculaires aux 
axes de polarisation pris pour axes des x, y, z sont respectivement 
égales aux racines carrées des quantités 

(i35) R-f-G, Q-^G 

si les plans des ondes sont perpendiculaires à l'axe des a?, 
(i36) F H- H, R-4-H 

si les plans des ondes sont perpendiculaires à l'axe des j, 
(i37) Q-^l, P4-I 

si les plans des ondes sont perpendiculaires à l'axe des s. 

Ajoutons que les vibrations des molécules sont parallèles à l'axe 
des X, ou à l'axe des y, ou à l'axe des :;, suivant qu'il s'agira des ondes 
dans lesquelles la vitesse de propagation aura pour carré l'une des 
quantités 

(i38) . Q-M, R-hH, 

ou 

(i39) R -h G, F 4-1, 

OF.upres de C. - S. I, t. II. 18 
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ou 

(i4o) P-+-H, 0-t-G. 

Ce que Fresnel appelle le plan de polarisation ^d* un rayon lumineux, 
c'est le plan perpendiculaire aux droites suivant lesquelles sont dirigées 
les vibrations des molécules éthérées. Cela posé, comme l'expérience 
démontre que, parmi ces ondes dont les plans sont perpendiculaires aux 
axes de polarisation, celles qui répondent à des rayons dont les plans 
de polarisation sont les mêmes se propagent avec la même vitesse, il 
est clair qu'il devra y avoir égalité entre les deux expressions (i38), 
ou (139), ou (i4o). Ainsi 

G, H, 1, P, Q, R 

devront généralement vérifier les trois conditions 

(i^i) Qh-IzziRh-H, R-t-G = P^I, P-hH = Q4-G, 

que l'on peut réduire aux deux équations comprises dans la formule 

(143) p_G=:Q — HurR — I. 

Si la propagation de la lumière s'effectue en tous sens, suivant les 
mêmes .lois, autour de tout axe parallèle à l'axe des a?, les condi- 
tions (i4i) se réduiront à la seule équation 

(i43) R-+-G = P-4-I, 

et la vitesse de propagation deviendra indépendante de a, 6, c, pour 
l'un des deux rayons lumineux observés, savoir, pour celui qui corres- 
pond aux formules (io3), (118) et à des vibrations lumineuses di- 
rigées, dans les plans des ondes, perpendiculairement à l'axe des x. 
En effet, on tirera de la formule (î 18), jointe à la condition (i43), 

(i44) Û«=R-+-G=iP4-I. 

Alors le rayon, dont la vitesse de propagation sera indépendante de 
a, 6, c, par conséquent indépendante de la direction du plan de l'onde 
et déterminée par la formule (i44)» se nommera le rayon ordinaire. 
L'autre rayon, correspondant à des vibrations moléculaires comprises, 
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non plus rigoureusement, mais sensiblement dans les plans des ondes, 
et perpendiculaires aux vibrations excitées dans le premier, se nommera 
le rayon extraordinaire. 

Revenons maintenant aux formules (i4i)» et désignons par 

Û', çi\ or 

les vitesses de propagation des ondes, lorsque les plans des ondes sont 
parallèles à l'un des deux plans coordonnés qui renferment l'axe des a:, 
s'il s'agit de û', l'axe des y^ s'il s'agit de û", l'axe des z, s'il s'agit 
de û*'. On aura 

( Û'« = Q-hI = R^H, Û'«=R-+-G = P4-I, 
('45) 

/ Û'«=P-hH = Q4-G. 

Posons, en outre, 

!L — 2^-hGii=a'»-f-e', M— ^-+-H = Û'«-+-e% 
PO 

Les formules (5i) donneront 
(i47) 3 = Û'«-4- e'a% !( = Û'*H- e^^S € = Û'«4- e*c«. 

Si, d'ailleurs, la lumière se propage en tous sens suivant les mêmes 
lois autour d'un point quelconque, les formules (i45), (i46), jointes 
aux conditions (64), donneront 

(i48) ft'«=û''« = û^«=R-hl, 

(i49) e'^e^^e'^o; 

et, par suite, les équations (i47) reproduiront la formule (8i). Enfin, 
si la propagation de la lumière s'effectue de la même manière en tous 
sens autour de tout axe parallèle à l'axe des x, les formules (i45), 
(i46), jointes aux conditions (107), donneront 

(i5o) Û'*=R-i-l, 

(l5l) Û'«=:Û''*=R4-G = P-+-I, 

(132) e'zziL— 2Ç-4-G— û's e^^e-'z^o; 
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par conséquent» les formules (1/17) se réduiront à 

(i53) a = û'«4-e'aS '0-€-il'K 

En vertu de ces dernières, Téquation (i23) deviendra 

(i54) (Û*— Û'*)[Û*— £r«a»— (Û'*-f-e'a«)(6«-+-c»)] = o 

et fournira deux valeurs de û^, dont Tune 
(155) Û«=Û''«=R4-G = P-vI 

ne différera pas de celle que présente Féquation (i44)î tandis que 
l'autre sera 

(i56) Û«=:Û''*fl«-f-(Û'«-f-e'a»)(6«-hc-). 

Les valeurs correspondantes de ù seront les vitesses de propagation 
de la lumière dans les rayons ordinaire et extraordinaire. Donc, la 
vitesse de propagation sera représentée dans le rayon ordinaire par û" • 
et par û' dans le rayon extraordinaire, si le plan de l'onde vient à 
passer par l'axe des x, c'est-à-dire si l'on a 

(157) azno, 6'-hcî=i. 

Si, d'ailleurs, on nomme X l'angle formé par la perpendiculaire au 
plan d'une onde avec l'axe des or, on aura généralement 

(i58) a*=cos'X, 6»-i-c»=sin*X, 

et, par suite, la formule (i )6) pourra s'écrire ainsi 

(159) £2- — a'* cos^ -h ^' sin'X -h S' sin«X cos^X. 

Telle est l'équation qui, dans un milieu où la propagation de la 
lumière s'effectue en tous sens suivant les mêmes lois autour de tout 
axe parallèle à l'axe des x, devra fournir généralement la vitesse de 
propagation 12 dans le rayon extraordinaire. Mais, pour s'accorder avec 
les observations des physiciens, cette formule doit se réduire à 

( î6o) a^^a'* cos'X -4- ^'^ sin'X, 
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c'est-à-dire que l'on doit avoir 

(i6i) e'=o. 

Donc, les trois conditions exprimées par la formule (149) se véri- 
fient non seulement lorsque la lumière se propage en tous sens, suivant 
les mêmes lois, autour d'un point quelconque; mais encore lorsqu'elle 
se propage en tous sens, suivant les mêmes lois, autour d'une droite 
quelconque parallèle à l'axe des x ou, plus généralement, à l'un des 
trois axes de polarisation. Il est donc naturel de penser que ces condi- 
tions se vérifient toujours, quelle que soit la nature du milieu réfrin- 
gent. En admettant cette hypothèse, on verra les formules (i45),(i46) 
se réduire à 

1 Û'«zz=L — 2^H-G = R^H = Q-hI, 
(162) { û«^î=R^-G = M — 2Î^-i-H = P-+-I, 

û-^'^QH-G^rP-i-HnrN— 2^-hI; 

par suite, les formules (5i) donneront 

(i63) azzû'*, i = Û^ €:^Û^S 

et l'équation (122) ou (124) deviendra 

ou 

( 12^— [Û'*(6«-f-c«)4-Û''*(c«-f-a»)-4-12*'«(a«-f-6«)] 
"^^ j 4-Û'«Û-'«a--+.Û''*û'*6«-hÛ'«Û''*c«=:o. 

L'équation (i65) fournit, comme on devait s'y attendre, deux valeurs 
de û, respectivement équivalentes à deux des trois quantités 

Û', ft', Q.\ 

lorsque deux des trois cosinus 

a, 6, c 
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s*évanouissent, c'est-à-dire, en d'autres termes, lorsque les plans des 
ondes sont perpendiculaires à l'un des axes de polarisation. 
Les formules (162) comprennent les suivantes 

L--a^G = R-4-H = Q4-l, 

(166) /-R4-G = M — 2^4-H = P-hl, 

f Q-h G = P-+-H=^N — 2^-4-1, 

et, comme chacune de ces dernières établit deux relations différentes 
entre les coefficients 

G, H, I; L, M, N; P, Q, R, 

il semble qu'en vertu des formules (162) ces coefficients se trouvent 
assujettis à six conditions distinctes. Mais ces six conditions se ré- 
duisent évidemment à cinq, puisque les trois conditions (i4i) peuvent 
être réduites aux deux équations comprises dans la formule (142), 
D'autre part, en combinant entre elles, par voie de soustraction, 
d'abord la première et la deuxième des formules (166), puis la pre- 
mière et la troisième, on en tirera 

L_.^-K=:R^if^-M = Q-P, 

ou, ce qui revient au même, 

l< = Q4-R-t-a^-P, M = R-HPH-a^-Q, 

('67) { 

PO 
N = P-4-Q4-ai^-R. 

Enfin, en considérant les différences 

Q-P, R-P. 
comme très petites du premier ordre et en négligeant les quantités du 
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second ordre, on verra l'expression 

se réduire à 

3(Q + R-P), 

et les formules (167) à 

(i68) L = 3(Q-hR-P), M = 3(R + P-Q). N = 3(P-hQ-R), 

ou, ce qui revient au même, à 

(169) M + N = 6P, Nh-L = 6Q, L + M = 6R. 

Donc, les seules relations établies par les formules (162) entre les 

coeflîcients 

G, H, I, L, M, N, P, Q, R 

sont les cinq conditions renfermées dans la formule (142) et dans 
les équations (168) ou (169). D'ailleurs, ces dernières équations 
s'accordent avec les conditions 

( (M-P)(N-P) = 6PS (N-Q)(L — Q) = 6Q«, 
I (L-R)(M — R).-=6R«, 

obtenues dans les Exercices de Mathématiques. En effet, la première 
des conditions (170) peut s'écrire ainsi 

[2Ph-(M — 3P)][2Ph-(N-3P)]=:4P«, 
ou 

aP(M-hN-6P)-<-(M-3P)(N — 3P) = o, 

et, en négligeant dans le premier membre de la dernière formule le 

produit 

(M-3P)(N-3P), 

qui est une quantité très petite du second ordre, on retrouve la pre- 
mière des équations (169). 
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§ II. — Axes optiques. 

Nous appellerons ici axes optiques les directions que devra prendre 
la perpendiculaire au plan des ondes, dans un milieu doué de la double 
réfraction, pour que l'un des deux rayons lumineux observés s^ 
réunisse à l'autre. Or, les deux rayons ne peuvent se réunir que dans 
le cas où leur vitesse de propagation est la même. D'ailleurs, si Ton 
considère un milieu réfringent qui offre des axes de polarisation 
respectivement parallèles aux axes coordonnés et si l'on néglige la 
dispersion, la vitesse de propagation û d'une onde plane se trouvera 
déterminée par la formule (58) du paragraphe I", qui peut même être 
réduite, pour chacun des deux rayons lumineux, a l'équation (ï24) 
ou (i65). Donc, pour déterminer les directions des axes optiques, il 
ïiufGt de chercher quelles doivent être les valeurs des trois cosinus a, 
b, c, pour que l'équation (58), ou (124), ou (i65) du paragraphe I*% 
étant résolue par rapport à û^, fournisse deux racines égales entre 
elles. 

Remarquons maintenant que l'équation (58) du paragraphe I'*" peut 
être présentée sous la forme 

(i) (fl«— 3)(fl«-»)(fl«— C)5z=o, 

la valeur de s étant la suivante 



£2«-a ^£2*-iS^i2»— C aPQR 

D'autre part, les racines égales de cette équation, dont le premier 
membre est une fonction entière de û^, doivent vérifier non seulement 
l'équation elle-même, mais encore sa dérivée prise par rapport à û*. 

Enfin, si l'on nomme s' la dérivée de s, prise par rapport à û*, on 
aura 



(3) 



2£2 dft "~ L(Û*- a)» "^ (fl»— «)' '^ (il*- «)« J ' 
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et la dérivée de l'équation (i), prise par rapport à û*, pourra s'écrire 
comme il suit 

( [î2'~>)(Û»-C)-h(fl»-C)(Û«-3)-h(Û«-3)(fl«-ÎJ)]8 

( -h(12*-a)(Û«-iS)(Û«-C)S':=o. 

Donc, les valeurs des cosinus 

a, b, c, 

correspondant à un axe optique, devront être telles qu'on puisse 
satisfaire par une même valeur de û' aux équations (i) et (4). Mais il 
est impossible que les équations (i) et (4) soient vérifiées simultané- 
ment, tant que û' ne devient pas égal à Tune des trois quantités 

a, iJ, C. 

Car, si û* diffère de chacune d'elles, l'équation (i) sera réduite à 

8 = 0, 

et, par suite, la formule (4) donnera 

^' = 0, 
ou, ce qui revient au même. 



(p)" , ih)' . (kT 



Or, la formule (5), dont chaque terme est positif, quand il n'est pas 
nul, entraînerait les trois équations 

(6) flr = o, 6:=o, c = o, 

qui ne peuvent subsister simultanément, puisque l'on doit avoir 

Donc, pour que les valeurs de a, b, c correspondent à un axe 
optique, il faut que la valeur de Q} se réduise à une ou à deux des 
trois quantités 

OFMvres de C. — S. I, t. Il IQ 
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ou à toutes trois à la fois et vérifie, en conséquence, au moins l'une des 
trois formules 

(7) Û«=a, 12«=a, fl*=C, 

en offrant une racine double de Téquation (i), que Ton peut écrire 
comme il suit 

(8) 

j _ (£2»-a)(£2^-jg)(Q»-C) 

f ~ 2PQK 

D'ailleurs, lorsqu'on suppose vérifiée une seule des équations (7), 
par exemple la dernière, l'équation (8), réduite a 

entraîne la suivante 

(9) ^ = 0» 

c'est-à-dire une seule des équations (6); et, lorsqu'on supposevérifiées 
deux des équations (7), par exemple les deux dernières, l'équation (8), 
que la condition 

(10) i5 = C 
réduit alors à 



i(^'-«)](gy(^*-«) 



aPQK 



[(ê)"-(ïï)>— )-'-^^^=^^--^i=- 



ne peut offrir deux racines égales à tt qu'autant que l'on a 

[(ê)*-(R)']<'-^>=- 

par conséquent 

(j3) 6z=o, c = o, 
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OU 

€-3=0 
et, par suite, 

(l4) 3=rîïz=«. 

Donc, en définitive, pour que les valeurs de a, 6, c correspondent à 
un axe optique, il faut qu'elles vérifient une ou deux des conditions (6), 
en sorte que le plan d'une onde soit parallèle à un ou à deux des axes 
coordonnés, c'est-à-dire à un ou à deux des axes de polarisation; ou 
bien qu'elles vérifient les deux équations comprises dans la for- 
mule (i4)- 

D'après ce qui a été dit dans le paragraphe I", les valeurs de 3i, j0, 
C sont respectivement 

[ a = ^L-2^ +G)a«4-(R + H)ft«4-(Q-hl)cS" 

(i5) ' > = (R + G)a«-^^M-2i^4-H^6«-^(P^-I)c^ 

[ C 33 (Q H- G)a'-4- (P 4- H) i>« 4- ^N - 2 ^ 4- l)c*. 

Cela posé, les valeurs des rapports 

b c 



a a 



pour lesquelles se vérifieront simultanément les deux équations com- 
prises dans la formule (i4) se confondront évidemment avec les valeurs 
des rapports 

y 



X X 



pour lesquelles se vérifieront simultanément les trois équations 

/ ^L-2^-hG)x«4-(RH-H)y=4-(Q4-l)^'=i, 
/ (RH-G)^«-h(M-2^4-HV'-H(P-+-I)-'=i, 



(16) 
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D'ailleurs, les équations (i6) représenteront trois ellipsoïdes qui 
offriront le même centre, qui auront leurs axes dirigés suivant les 
mêmes droites et qui pourront : i** se réduire à un seul ellipsoïde; 
2° se rencontrer tous les trois suivant certaines courbes; 3"* se ren- 
contrer tous les trois suivant deux, quatre ou huit points situés sur 
une, deux ou quatre droites, savoir : sur une droite qui coïncide avec 
l'un des axes coordonnés, ou sur deux droites situées dans l'un des 
plans coordonnés, ou sur quatre droites dont aucune ne soit renfermée 
dans l'un des plans coordonnés. Dans ces différents cas, tout rayon 
vecteur qui joindra l'origine des coprdonnées avec un point commun 
aux trois ellipsoïdes ou à deux d'entre eux, sera dirigé parallèlement à 
un axe optique du milieu réfringent. 

Pour que les trois ellipsoïdes représentés par les équations (iG) se 
réduisent à un seul, il faut que les coefficients de a?*, j*, z^ soient 
les mêmes dans la première, la deuxième ou la troisième des équa- 
tions (iG) et que l'on ait en conséquence 

' RP 

(i7> j R^M-aîg.=P, 

1 PO 

OU, ce qui revient au même, 

(i8) P = Q=rR, L = M = N = 3P:=3Q==:3R. 

Dans cette hypothèse, on trouve 

(19) a = jJ=:C = R4-Ga*-hH6»-+-lcS 

et chacune des formules (7) se réduit a 

(20) £2*=R4-Ga«-hH6«-hIc% 

tandis que les équations (56) du paragraphe 1" donnent 

(21) aA -+- ^B-hc(] = 0. 
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Alors la direction des axes optiques devient complètement indéter- 
minée; en d'autres termes, une droite quelconque devient un axe 
optique et, quelle que soit la direction du plan de l'onde, les deux 
rayons lumineux observés se réunissent. Leur vitesse de propagation 
commune est celle que détermine la formule (20). Pour que cette 
vitesse devienne indépendante de la direction du plan de l'onde, ou, ce 
qui revient au même, des cosinus a, 6, c, il faut que Ton ait 

(22) G=:H=iL 

Les formules (18) et (22) ne diffèrent pas des formules (64) du 
paragraphe I'"*', c'est-à-dire des formules auxquelles nous sommes 
parvenus, en cherchant les conditions qui expriment que la propaga- 
tion de la lumière s'effectue en tous sens suivant les mêmes lois autour 
d'un point quelconque. Quant à l'équation (21), elle exprime que, 
dans les milieux doués de la réfraction simple, les vibrations lumi- 
neuses sont comprises dans le plan de l'onde, par conséquent perpen- 
diculaires à la direction du rayon lumineux. 

On n*a point trouvé de milieux qui offrent une infinité d'axes 
optiques situés sur une même surface courbe. Il est donc inutile de 
s'arrêter au cas où les trois ellipsoïdes représentés par les équa- 
tions (16) se rencontreraient en une infinité de points situés sur 
certaines courbes. Comme on n'a pas trouvé non plus de milieux qui 
offrent quatre axes optiques, on peut, en admettant que les trois ellip- 
soïdes offrent seulement quelques points communs, se borner à consi- 
dérer le cas où ces points sont au nombre do deux et situés sur l'un 
des axes coordonnés, ou au nombre de quatre et situés dans l'un des 
plans coordonnés. Mais alors on obtiendra ou un seul axe optique pour 
lequel se vérifieront deux des formules (6), ou deux axes optiques 
pour chacun desquels se vérifiera une seule de ces formules. En rap- 
prochant ces remarques de ce qui a été dit plus haut, on conclura, en 
dernière analyse, que tout milieu doué de la double réfraction et dans 
lequel les axes de polarisation sont parallèles aux axes coordonnés, 
offre ou un seul axe optique pour lequel se vérifient deux des for- 
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mules (6), ou deux axes optiques pour chacun desquels se vérifie une 
seule de ces formules. Nous allons examiner successivement et en 
détail ces deux cas spéciaux, que nous présente, en effet, l'expérience 
dans les cristaux à un et à deux axes optiques. 

Supposons d'abord que le milieu réfringent offre un seul axe 
optique, pour lequel se vérifient deux des formules (6), par exemple 
les formules (i3). En combinant l'équation (8) avec les formules (i3) 
et (i5), on reproduira l'équation (129) du paragraphe I*"*", savoir 

(23) (i2»— L-ri)(i2-'-R-G)(î2«-Q-G) = o, 

et cette dernière, résolue par rapporta û*, devra fournir deux racines 
égales, relatives aux deux rayons lumineux observés. D'ailleurs, les 
valeurs de û*, tirées de l'équation (23) et relatives aux deux rayons 
lumineux, sont celles qui se réduisent à R -+- 1, lorsque, la réfraction 
étant simple, les conditions (18) et (22) se trouvent remplies; c'est- 
à-dire R -h G et Q -h G. On aura donc, dans l'hypothèse admise, 

R -h G 1= Q -h G, 

ou, ce qui revient au même. 

Ce n'est pas tout; comme dans les cristaux à un seul axe la marche 
des rayons est symétrique autour de cet axe, les valeurs de û^ relatives 
aux deux rayons lumineux devront se réduire à des fonctions de a et 
de b^ 4- c'. Or, quand on pose a = o, l'équation (8) se réduit à 

et, en la résolvant par rapport à û^, on obtient pour Vune des racines 
relatives aux rayons lumineux 

(26) î2*=rar=(R-i-H)^^»-^(Q-+-I)c«. 

D'ailleurs, pour que le second membre de la formule (26) devienne 
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simplement fonction de b^ -h c', il faut que Ton ait 

(Si;) R-f-H=iQ + L 

Enfin, comme il résulte de Texpérience que, dans les cristaux à un 
seul axe optique, les vibrations moléculaires sont pour l'un des rayons 
lumineux, savoir pour le rayon ordinaire, perpendiculaires à cet axe 
et comprises dans le plan de Tonde, on aura tout à la fois, pour ce 
rayon, 

(28) Ç = et 6T|-|-cÇ=:no, 

par conséquent 

(29) A = o, 6B-hcC~o, ' 

et de ces dernières formules, jointes à la condition (24) et aux équa- 
tions (56) du paragraphe 1", Ton tirera 

(30) i2«— jJ = o, i2«— C = o; 

par conséquent 

(3i) i2«=rî5 = C. 

En vertu des formules (i5), l'équation (3i) donnera 

I(R 4- G)a«-f ("m - 2 J^ 4- h) 6*-h (P H- I)c« 
=: (Q H- G)a«-h (P 4- H)6«h-('n - 2 ^ 4- ljt:=* ; 

et, comme la formule (32) devra subsister indépendamment des valeurs 
attribuées aux rapports 



on en conclura 



b c 
— > —, 
a a 



R4-G:=Q4-G, M~25j4-H=:P4-H, P4-l^N-2^4-l, 

Q R 
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ou, ce qui revient au même, 

(33) Q = R, M = N = 3P. 

Les formules (33) et (27) comprennent Téquation (2/1) avec la 
suivante 

(34) H = I 

et s'accordent, en conséquence, avec les formules (107) du para- 
graphe 1", c'est-à-dire avec les conditions qui expriment que la propa- 
gation de la lumière s'effectue en tous sens, suivant les mêmes lois, 
autour de tout axe parallèle à l'axe desrc. Lorsqu'on suppose ces con- 
ditions remplies, les formules (i5) donnent simplement 

( 3i^(L — 2y-\-G\a^-h(K-\-l)(b^-hc% 

I !b =^Czz:(U-4-G)a«4-(PH-I)(ô«-HC«), 

et l'équation (8) se réduit à 

<36, ,a.-,)[g(ii.-.,^^(a.-a,- '"--f>'„';--" ] = o. 

Or, l'équation (36) se décompose évidemment en deux autres, dont 
l'une, 

(3;) fl«=C, 

se confond avec la formule (3i) et se rapporte au rayon ordinaire; 
tandis que l'autre, 

,38, î;,a.-c,+ 51±£!,a.-a,-(«!z^«^ = o, 

fournit la valeur de û^ relative au rayon extraordinaire. Comme cette 
dernière valeur de û^ doit peu différer de 3i et de tt, elle doit corres- 
pondre à de très petites valeurs des différences 

ft« — ^, £2*-C. 
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En considérant ces différences comme très petites du premier ordre 
et négligeant dans le premier membre de Téquation (38) les quantités 
du second ordre, par conséquent le troisième terme proportionnel au 
produit de ces mêmes différences, on verra cette équation se réduire a 

(39) ^(.Q.^C) + ^!^*(fl«_3) = o, 

puis, en multipliant la formule (3g) par P^ et ajoutant au premier 
membre le produit du second ordre 

on trouvera définitivement 

(40) rt«(fl«— C) -h (^>*-h c»)(Û«— 3) = o. 

L'expérience prouve que, dans les cristaux à un seul axe optique, la 
vitesse de propagation de la lumière est, pour le rayon ordinaire, 
indépendante de la direction du plan de l'onde. Donc îilors la valeur 
de û* fournie par l'équation (3;), savoir 

C = (H -i- r,)a» H- (P -h 1)(6« -h c») = (11 -h G)a« -h (P H- l)(i — a«) 

OU 

P-+-I-+-(R-^G-P — I)a«, 

doit être indépendante de la direction du plan de l'onde et rester la " 
même, quel que soit a; ce qui entraine la condition 

(40 U-hG = P-+-L 

Cela posé, en désignant paru "la vitesse de propagation delà lumière 
dans le rayon ordinaire, on aura 

(42) î2^'-=R4-G = P-hL 

Si l'on nomme d'ailleurs û' la vitesse de propagation de la lumière, 
dans le rayon extraordinaire, lorsque le plan de l'onde passe par l'axe 

OEuvret de C. — S. I, l. II. 20 



( 
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fîcH a?, û'' sera, en vertu de la formule (4o), la valeur de 3i correspon- 
rlant à 

On aura donc, eu égard à la première des équations (35), 
(^3) û'«-R-f-L 

Cela posé, si Ton fait pour abréger 

l<»s formules (35) et (/|o) donneront 

(40) a« = a*C4-(6*-f-c*)a = i2''»a»H-(î2'«4-e'a*)(6«4-c«). 

On se trouvera ainsi ramené aux équations (i53), (i54) du para- 
graphe I***; puis, en désignant par X l'angle formé par la perpendicu- 
laire au plan d'une onde avec l'axe des x, on obtiendra de nouveau la 
farinulc 

{ i7 j i2«=r a'* cos*). -h 12'* sin'X -h S' sin-X cos»)., 

rrlalive au rayon ordinaire et qui se réduit à 
(18) Î2«= <2'« cosn -h il" sin'>., 

I<»rsque, pour la faire accorder avec les résultats de l'expérience, on 

siip|ïOse ^ 

(4^) «' = o. 

Omsidérons maintenant un milieu, dans lequel les valeurs de a, b, 
c, relatives à chacun des axes optiques, vérifient une seule des for- 
mules (6) ; par exemple la formule 

( 'JO ) c — o. 
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Si Ton a égard aux remarques énoncées à la fin du paragraphe l''*' et 
si, en conséquence, on suppose vérifiées les conditions (142) et (169) 
de ce même paragraphe, on pourra, en négligeant les quantités du 
même ordre que les carrés des différences 

Q-P, R-P, ..., 

remplacer l'équation (8) par l'équation (i65) du paragraphe P*", ou, ce 
qui revient au même, par la suivante 

12', û", ÛT désignant trois quantités qui, prises deux à deux, représen- 
teront les vitesses de propagation des deux espèces d'ondes, dont les 
plans seront parallèles k l'un des plans coordonnés. D'ailleurs, on 
tirera, de l'équation (5i) jointe à la formule (5o), 

(52) (Û»— Û''*)(a«— 12"*^»— i2'«6«) = o; 

et, pour que les valeurs de a, b correspondent à un axe optique, il 
faudra qu'elles rendent égales entre elles les deux valeurs de Q? 
fournies par l'équation (02), ou, ce qui revient au même, il faudra 
que l'on ait 

(Ô3) ^''^=i^''^a}^il'^b\ 

Enfin, si l'on nomme A l'angle formé par l'axe optique dont il s'agit, 
avec l'axe des x, l'équation (53) deviendra 

i î2''»eos»A-t-i2'»sin*A=:12''* 

(54) 



=:i2"'*(cos*A-hsin«A) 



et l'on en tirera 



par conséquent 



(56) tangA..±y/|,^.. 
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Les deux valeurs de tang A déterminées par Téquation (56) corres- 
pondent évidemment à deux axes optiques, qui seront situés Tun et 
l'autre dans le plan des x^y, en vertu de la formule (5o), et formeront 
entre eux des angles divisés en parties égales, soit par Taxe des x, soit 
par Taxe des y. D'autre part, comme en vertu de la formule (55) le 
rapport 

(57) n^nnyî 

devra être positif, les deux axes optiques ne pourront être compris, 
ainsi qu'on l'a supposé, dans le plan des x, y qu'autant que la valeur 
de û*'* sera moyenne entre les valeurs de û'*, û"*, et, par suite, la valeur 
de û*^ entre celles de û', û". Donc, parmi les plans coordonnés, le seul 
qui pourra renfermer deux axes optiques sera le plan parallèle aux 
deux systèmes d'ondes planes qui auront pour vitesses de propagation 
la plus petite et la plus grande des trois quantités 

û', sy, û*^. 

Supposons, maintenant, que les trois cosinus a, 6, c correspondent 
non plus à un axe optique, mais à une autre droite qui forme avec l'axe 
des X l'angle X. Si cette droite est comprise dans le plan des a?, y, on 
pourra prendre 

(58) a = cosX, 6=:sinX, c = o, 

et les vitesses de propagation des ondes perpendiculaires à cette même 
droite auront pour carrés les deux valeurs de û^ fournies par l'équa- 
tion (52). D'ailleurs, on tirera, de cette équation jointe aux for- 
mules (54) et (58), 

( î2«r=i2'^»=:a'«cos«A4-i2'«sin*A. 

(^9) 

I i2*=:î2'«cos«X-4-a'«sin«X; 

et la droite située dans le plan des x, y, de manière à former avec l'axe 
des X l'angle X, formera évidemment avec les axes optiques deux 
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angles (jl, v, qui pourront être censés déterminés par les formules 

(60) |JLrr:X — A, V z= X -+- A. 

Cela posé, on pourra prendre 

(61 /=:!- , A= î-, 

1 2 

et les équations (Sg) deviendront 

Û« = i2'« cos« ^^-^=^ -+- 12'* sin« ^^-=-^ , 
(62) 

fl» = a"» cos« ^î-=tii 4- Û'« sin» ^î-i-^ . 

Au reste, il est aisé, comme on va le voir, d'étendre les formules (62) 
au cas même où la droite perpendiculaire au plan d'une onde et cor- 
respondant aux trois cosinus a, b, c, ne serait pas comprise dans le 
plan des x,y. En effet, soient, dans tous les cas possibles, 

fx et V 

les angles formés par cette droite avec les axes optiques. Les cosinus 
des angles que formeront, avec les demi-axes des coordonnées posi- 
tives, d'une part la droite en question, d'autre part le premier et le 
second des axes optiques, seront respectivement 

cosA, sinA, o, 
cosA, — sinA, o; 

par conséquent, on pourra prendre 

(63) cos|UL = acosA -H 6sinA, cosv:=acosA — 6 sinA, 

et l'on en conclura 

,>,,. . cosvH-cosjUL , . . cosv — cosa 

(64) acosA= !-) bsin\:= -• 
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D'iiilleurs, de Téquation (5i), jointe à la formule 

on tin'ra 



(63) 

eu eomme on tirera de la formule (54) 

par conséquent, eu égard aux formules (64), 

(6-) i ^ , 

fc«(i2'"— Û'«) = (£2'» - a't^/ cosv ^ cosfx y^ 



l'êq liai ion (65) pourra être réduite à 



i SI'— [î2'»-h ir»-i- (Î2'«- 12'«) cosfx cosv]î2« 



Si, dans l'équation (68), on pose pour abréger 
Mt, par suite, 



elle donnera 



4 



(7«) 



12^— (C -h(ÔCOS/JLCOSv)ft«H 7 ^- 

I =: y (©'(l — C0S-/JL — C0S*V), 



puln, vn ajoutant aux deux membres de cette dernière formule le 

prcMluit 

-7- ces' a ces' V, 
4 
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on trouvera 

, , /^, C -f-(Dcosacosv\' /(D siiiusinvX* 
(70 [^' ) = [ ) 

et, par suite, 

c%i^^ 4-(ô(cos/jLCOSv:;: sin/xsinv) 
"*" 2 

(72) { 

^ 12'* -H 12"» 12''«— 12'» , _^ , 

4- cos(viiifx). 

Or, comme on a généralement 

CCS (vit a) = CCS- sin» î-, 

il est clair que les deux valeurs de û', fournies par l'équation (72), 
seront respectivement 

12» := 12^» CCS» ^^-^^ -h 12'» sin» ^^^^ , 
2 2 

(73) 

12»= 12'» CCS» ^^^^ H- 12'» sin* ^^-^tif . 
2 2 

Donc, les carrés des vitesses de propagation, dans un cristal à deux 
axes optiques, sont, dans tous les cas possibles, exprimés par les 
valeurs de û* que présentent les équations (62). 

Les conclusions auxquelles nous sommes parvenus dans ce para- 
graphe s'accordent avec les formules que Fresnel a données et, par 
conséquent, avec celles auxquelles M. Biot avait été conduit le premier 
par ses observations. Car on peut aisément passer des unes aux autres, 
ainsi que M. Fresnel l'a remarqué lui-même dans son Mémoire sur la 
double réfraction. 

§ in. — Sur/ace des ondes. 
Comme on l'a déjà remarqué, les valeurs de 
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fournies par les équations (i) du paragraphe I*** ne varient pas, lors- 
qu'on y fait croître simultanément / de ^t et 5 de ÛA/, la valeur de 12 
étant déterminée par l'équation 

(i) kii^s. 

On conclut pareillement de ces équations quejes valeurs de i, rj, X, 
correspondant à 

(a) rr=o 

et^ = o, savoir 

(3) 5 = Acoscj, TQ— Beoscj, Ç:=:Ccoscy, 

ne diftèrent pas de celles qu'on obtient, au bout du temps /, en posant 

(4) ^ = Î2^ 
la quantité 

(5) «=| 

désignant la vitesse de propagation d'une onde plane. Donc, l'onde, 
dont le plan se trouve, à l'origine du mouvement, c'est-à-dire pour 
/ = o, représenté par la formule (2) ou 

(6) a^ H- 6j^H- C5 t=o, 

se transporte dans l'espace, de manière h coïncider au bout du temps / 
avec le plan représenté par la formule (4) ou, ce qui revient au même, 
par la suivante 

(7) ax -^ by -^cz^iilt. 

Dans cette dernière formule, les coeflicients a, 6, c, c'est-à-dire les 
cosinus des angles formés par la perpendiculaire au plan d'une onde 
avec les deux axes des coordonnées positives, sont liés entre eux par 
l'équation 

(8) aî4-6«-hc»=i. 
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D'ailleurs, d'après ce qui a été dit dans le paragraphe II, la vitesse 
de propagation û, diéterminée par un calcul approximatif en fonction 
des trois cosinus a, 6, c, sera, pour chacun des rayons observés dans 
un milieu doublement réfringent. Tune des deux valeurs positives 
de Cl propres à vérifier la formule 

g» />' c« _ 

û', û", û*' désignant les vitesses de propagation respectives d'ondes 
renfermées dans des plans parallèles à deux axes coordonnés, dont 
l'un soit l'axe des x ou des j ou des s. 

Si l'on fait varjer les trois cosinus a, 6, c, la vitesse (2, 'déterminée 
par la formule (9), variera elle-même, ainsi que la direction du plan 
représenté par l'équation (^), et ce plan changera de position, de ma- 
nière à rester tangent à une certaine surface que l'on nomme la sur/ace 
des ondes. Pour obtenir l'équation de cette surface, il faudra, en 
considérant Q comme une fonction de a, 6, c déterminée par la for- 
mule (9) et c lui-même comme une fonction de a, b déterminée par la 
formule (8), éliminer les cosinus a, b entre la formule (8) et ses deux 
dérivées prises successivement par rapport à chacun de ces cosinus. 
Or, de la formule (7), différentiée par rapport au cosinus a, on tirera, 
en regardant Q comme fonction de a, b, c etc comme fonction de a, 

dSl ( dQ\àc 

^-'5^-^V^--'d?J5^=^' 

puis, en ayant égard à la formule (8) de laquelle on tire ^ = — - , on 
trouvera 

da~ c\ da ) 



Pareillement, on tirera de la formule (7), différentiée par rapport au 
cosinus b^ 



dii b( ôa\ 



Donc, en définitive, les deux dérivées de l'équation (7), prises 

ORwre» de C. — S. I, t. H. 21 
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successivement par rapport à chacun des cosinus a et 6, se trouveront 
comprises dans la seule formule 



, ôa àil , dit 

(10) 



da ^ ôb de 



abc 
à laquelle on parviendrait immédiatement en différentiant par rapport à 

a, bj c 
les équations (7) et (8), puis éliminant entre les équations differentiées 

a da -^ b db -^ c de =: o^ 

Tune des troi's différentielles da, db, de et égalant à zéro les coefficients 
des deux autres différentielles dans l'équation résultante. Ainsi, pour 
obtenir l'équation de la surface des ondes, il suffira, en regardant c 
comme fonction de a et de 6, d'éliminer a et 6 entre les formules (7) 
et (10); ou bien encore il suffira d'éliminer entre les formules (7), 
(8) et (10) les trois cosinus 

• a, 6, c. 

Posons maintenant, pour abréger, 

a« b^ c« 



(II) er= 



(12*-12'*)« ^ (12* -12*^)* (i2-— ir«)* 



Les valeurs de ^« ^> ^» tirées de l'équation (9), seront celles 
que donneront les formules 



da ""ft*-i2'«' db ""Û«-12'«' de ~ Û*— 12** 

Donc, la formule (ro) pourra encore s'écrire comme il suit 
t a i b t c 

(«2) :: = z = ■ 
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Or, les trois fractions que renferme la formule (12), étant égales 
entre elles, seront encore équivalentes à la nouvelle fraction qu'on 
obtiendra en multipliant il*une part les trois numérateurs, d'autre part 
les trois dénominateurs par trois facteurs arbitrairement choisis. Si 
ces trois facteurs sont respectivement 

l %\ g b c 

^^^ ût_^/f' i2«-iy«' î2*-ir«' 

le nouveau dénominateur étant nul, en vertu de l'équation (9), le nu- 
mérateur devra l'être pareillement; et l'on aura en conséquence, eu 
égard à la formule (11), 

, ,. ax by cz t 

(i4) ' • • — 



Si, au lieu des facteurs (i3), on emploie les trois cosinus 

a, A, c, 
ou bien encore les trois coordonnées 

les deux nouvelles fractions obtenues se réduiront, en vertu des for-* 
mules (7), (8), (9) et (i4). la première à 

la seconde à 



Ht 



D'ailleurs, ces deux nouvelles fractions devant être égales entre elles 
et à chacune de celles que renferme la formule (12), on en conclura 
d'abord 



x«-4-y»4-^»-^=Û*^S 



ou, ce qui revient au même, 

(i5) ^^^x^^y^^z^^Q}t\ 
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puis 

On trouvera, par suite, eu égard à la formule (i5), 
a t\ ^ ^Q' û« — Û'V 

puis on en conclura 






En vertu de ces dernières équations, la formule (i4) donnera 

-r.î v* *-* 

L'équation (i8) est précisément celle qui représente la surface des 
ondes. Lorsqu'on y fait disparaître les dénominateurs, le terme 

qui est du sixième degré, se trouve écrit dans les deux membres et, 
en l'effaçant, on obtient l'équation du quatrième degré, donnée par 
Fresnel, savoir 

(^î4-ji_H5»)(12'«x«-+-12'*7*-hl2'*5«) 
(19) { -[12''-12''«(y»-h5')4-12'512'«(5*-+-a:»)-4-12'»12'«(x«-h^»)]^' 
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Si Ton coupe la surface des ondes par Tun des plans coordonnés, 
par exemple par le plan des a?, j, on aura 

et, par suite, on vérifiera l'équation (i8) ou (19), soit en prenant 

(20) X^-^y^zrzQTt^, 

afin que le troisième des termes renfermés dans le premier membre 
de la formule (t8) se présente sous la forme -> soit en posant 



ou, ce qui revient au même, 

Donc, la surface des ondes, coupée par le plan des x, j, donnera 
pour sections un cercle dont le rayon sera 

et une ellipse dont les demi-axes, respectivement parallèles aux axes 
des X et des v, seront 

ÇIU et Q!t. 

Donc, les sections faites dans la surface par les trois plans coor- 
donnés, se réduiront, dans chaque plan, à un cercle et à une ellipse, 
les rayons des trois cercles étant 

et chaque ellipse ayant pour demi-axes les rayons des cercles non 
situés dans son plan. 
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On a vu. avec quelle facilité Téquation de la surface des ondes se 
déduit de la méthode exposée dans ce paragraphe. J'ignore si cette 
méthode diffère ou non de celle que M. d'EIttingshausen m'a dit avoir 
substituée avec avantage k l'analyse dont je m'étais servi pour le même 
objet dans mes Exercices de Mathématiques. 



MEMOIRE 

SUR 

LA RECTIFICATION DES COURBES 

ET 

U QUADRATLRE DES SURFACES COURBES o. 



Mémoires de l'Académie des Sciences, t. XXH, p. 3; i85o. 



Les formules que j'ai récemment obtenues pour la résolution directe 
des équations de tous les degrés et qui sont mentionnées dans la 
Gazette piémontaise du 22 septembre, fournissent les moyens, non 
seulement de développer dans tous les cas en séries convergentes les 
racines réelles ou Tmaginaires d'une équation donnée, mais encore de 
fixer les limites des erreurs commisses quand on arrête les séries con- 
vergentes après un certain nombre de termes. Or, la fixation de ces 
limites est fondée en partie sur quelques théorèmes relatifs à la recti- 
fication des courbes et dont la connaissance peut être fort utile dans 
un grand nombre de questions diverses, ainsi que dans la Géométrie 
pratique. Je vais énoncer, en peu de mots, ceux qui me paraissent les 
plus dignes d'être remarqués. 

Théorème \. — p désignant l'angle polaire que forme une droite 00', 
tracée à volonté dans un plan OO'O", as^ec un axe fixe, S le système 
d'une ou de plusieurs longueurs mesurées sur une ou plusieurs lignes 
droites ou courbes y fermées ou non fermées, A la somme des projections 
absolues des dii^ers éléments de S sur la droite 00' et i: te rapport de la 

(>) Présenté le a?, octobre i832. 
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circonférence au diamètre, on aura 



(0 



'=5/>*- 



Démonstration. — On démontre ce théorème en considérant d'abord 
le cas où l'on remplacerait les quantités S, A par une longueur recti- 
ligne s et par la projection a de cette longueur sur la droite 00', puis 
en décomposant, dans le cas contraire, les loitgueurs S, A en éléments 
infiniment petits et correspondants. 

Corollaire. — Lorsque S représente une longueur rectiligne, la 
quantité A se réduit à la projection absolue de cette longueur sur la 
droite 00'. Lorsque S représente une courbe fermée et convexe, en 
sorte qu'elle ne puisse être coupée par une droite en plus de deux 
points, A se réduit au double de la projection de cette courbe sur 00'- 

Exemples. — Si S représente la circonférence d'un cercle décrit avec 
le rayon /?, A sera évidemment le double du diamètre. On aura donc 

et la formule (i) donnera 

S=l R dp = 2T:n. 



= f Rdp = 



Si S représente le périmètre de l'ellipse dont les demi-axes a, b sont 
le premier parallèle, le second perpendiculaire à l'axe fixe, on aura 



A = 4 V^«* cos*p -h b^ s\n*p, 

S ^=: I v'a* cos*/? -+- ô* sin^p dp; 



Etc. 



Théorème II. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème 
précédent : soient menées, par un point du plan 00' 0", n droites qui com- 
prennent entre elles des angles égaux et nommons M la moyenne arithmé- 
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tique entre les n valeurs de A correspondant à ces n droites. On aura 
sensiblement y pour de grandes valeurs de /?, 



(a) 5=z-7rJ/; 

1 



et l'erreur que Von commettra en prenant le produit -t: M pour valeur 

de S sera inférieure au rapport qui existe entre ce produit et le carré de n, 
cest'à'dire à 

pomvu que le nombre entier n surpasse 2. 

Démonstration. — Ce théorème se déduirait sans peine du précédent 
et peut encore se démontrer de la manière suivante : 
Soient 

s une longueur rectiligne ; 

a sa projection absolue sur la droite 00'; 

[X la moyenne arithmétique entre les n valeurs dé a qui correspondent 
aux n droites mentionnées dans le théorème II; 

2/1 (JL sera la somme des projections absolues de s sur les in côtés d'un 
polygone régulier, parallèles deux à deux à ces mêmes droites, ou, 
ce qui revient au même, n^ sera la projection sur un de ces côtés 
d'un polygone régulier semblable au premier, mîiis qui aurait pour 
côté la longueurs. 

Or, si l'on nomme R le rayon du cercle circonscrit à ce dernier poly- 
gone, son apothème sera 



et son côté 



/fCOS — 
an 



5=r 2/?Sin y 

2/1 



tandis que sa projection sur une droite quelconque sera comprise 
entre le diamètre du cercle circonscrit et le diamètre du cercle inscrit, 

OEuvres de C. — S. 1, t. II. 22 
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c'est-k-dire entre les limites 



3/?= » 2/CCOS = 



TT 2/1 ^ TT 

sin — lanff — 

in ^ 2n 

Donc npi sera compris entre ces limites et s entre les suivantes 

(4) /lasiii— ^> /lulang — » 

^ in ^ ^ in 

qui, pour de grandes valeurs de n, se réduisent sensiblement à 

Ajoutons que, si Ton prend l'expression (5) pour valeur approchée 
de s. Terreur commise sera inférieure au produit de cette expression 
par la plus grande des différences 

sm — lang — 
m in 
I » I, 

» JL JL 

m m 



et que ces deux différences, pour /i>3, deviennent l'une et l'autre 
inférieures à — • Effectivement, si l'on nomme 6 un nombre compr-is 



I 

n 

entre les limites o, i, on aura, en vertu de formules connues, 



SinJ7 = J? — X^ ri — , -( I 1 ^= 

6 x^ \ X ) 

puis on conclura, en posant ^ = — ? 




-7C0S9^< -7 <1 



D'autre part, le développement de tango? suivant les puissances 
ascendantes de x ne renfermant que des termes positifs pour x^o 
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et subsistant pour toutes les valeurs de x inférieures à -» la fonction 

1 / tangx \ 
a:* \ J7 / 

croîtra avec x depuis x = o jusqu'à a: = - et, par suite, le produit 

7r 

2/1 

décroîtra pour des valeurs croissantes de n. Or, pour /? = 3, ce produit 
devient 

â(a v/3 — tt) < 3(2 v/3 — tt) = V'rôS — Stt < I. 

Le théorème II étant ainsi démontré pour le cas particulier où la 
quantité 5 se réduit à une longueur roctiligne s, il suffira, pour le dé- 
montrer dans le cas contraire, de décomposer S en éléments infiniment 
petits. 

Corollaire A — La valeur approchée de S étant calculée à l'aide de la 
formule (2), Terreur commise* ne dépassera pas la neuvième partie de 
cette valeur si Ton prend /i = 3, la vingt-cinquième partie si Ton 
prend /i = 5 et la centième partie si Ton prend n = 10. Dans le premier 
et le second cas, M sera la moyenne arithmétique entre les sommes 
des projections des éléments de S sur trois ou cinq droites respecti- 
vement parallèles aux côtés d'un hexagone ou d'un décagone régulier. 

Exemple. — Si la longueur 5 est égale et parallèle à l'un des côtés 
d'un hexagone régulier, on trouvera Af= ^S et, par suite, 

2 ô 

Or, la différence entre le nombre 1,047... ^^ Tunité est effective- 
ment inférieure à -• 
9 
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Corollaire II. — Si le nombre n devient infini, on aura évidemment 

(6) 1^=-^^ = — f Adp, 

f dp ^"'^- 

et la formule (2) se réduira, comme on devait s'y attendre, à la for- 
mule (i). 

On déduit immédiatement du théorème II un troisième théorème, 
qu*on peut énoncer comme il suit : 

Théorème III. — Si, dans l'intérieur d'un cercle décrit avec le rayon /?, 
on trace une ou plusieurs courbes fermées et si le système de ces courbes ne 
peut être traversé par une même droite en plus de 2 m points, la somme 
des contours ou périmètres de ces courbes ne dépassera pas le produit de 
la circonférence 2,1: R par le nombre m. 

Démonstration. — En effet, dans l'hypothèse admise, on aura évi- 
demment, quel que soit/?, 

et, par suite, la formule (2) donnera 

(7) S<m.2T:R. 

Corollaire. — Si S se réduit au périmètre d'une courbe convexe, on 
aura, m=j, 

(8) 5<27r/?. 

Des théorèmes, analogues à ceux qui précèdent, peuvent être ap- 
pliqués k la quadrature des surfaces courbes et démontrés de la même 
manière. Nous nous contenterons d'énoncer ici l'un d'entre eux, 
duquel tous les autres se déduisent facilement. 

Théorème IV. — p désignant l'angle formé par une droite quel- 
conque 00' avec un axe fixe OP, q l^ angle formé par le plan des 
droites OP, 00' avec un plan fixe qui renferme la première, S le sys- 
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téme d'une ou de plusieurs surfaces planes ou courbes et A la somme des 
projections absolues des divers éléments de S sur un plan HIK perpen- 
diculaire à la droite 00', on aura 



(y) 



^^i'f.Jo ^^'"'"''P''^- 



Corollaire. — Lorsque S représente une surface plane, la quantité A 
se réduit à la projection absolue de cette surface sur le plan HIK. 
Lorsque S représente une surface fermée et convexe, en sorte qu'elle 
ne puisse être coupée par une droite en plus de deux points, A se 
réduit au double de la projection de cette surface sur le plan HIK. 

Exemple. — Si S représente la surface de l'eJUpsoïde qui a pour 
équation 

j?^ r* -5* 

A sera la section transversale du cylindre circonscrit à l'ellipsoïde et 
dont les arêtes sont parallèles h la droite 00'. Soient R le rayon de 
l'ellipsoïde parallèle à la droite 00' et a, 6, y les •angles formés par 
cette droite avec les deux axes des coordonnées positives. On aura 

(il) cos« = cos/?, cos6=:sin/j>cos^, cos)/ = sin/7sin^, 

, , I ces' a cûs'S ces* y 

et l'équation du cylindre ci-dessus mentionné deviendra 

(.3) ^+2;,-i;_/î.(f^ + z^4-i^y=.. ' 

a* 6* c* \ fl* 6* c* / 

Or, la section faite dans le cylindre par le plan des x, pétant l'ellipse 
qui a pour équation 



V* y* /^cos« ycos6y_ 

la surface de cette section sera 






izabc 
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et, par conséquent, Taire de la section faite par un plan perpendicu- 
laire aux arêtes sera 

Tzabc 

On aura donc 

(,4) ^_2T:abc c__^, r' r^ &inpdpdq 



in abc f" r sinprfA 

A = -^, S = abcJJ^ —^ 



Dans le cas particulier où l'ellipsoïde se réduit à une sphère, on a 

n=a=b^c 

et, par suite, comme on devait s'y attendre, 

S = R^I I s\npdpdq = ^nR*'. 

Ajoutons que si, dans la seconde des formules (i 4), on substitue la 
valeur de R tirée des formules (ii) et (13), on pourra effectuer dans 
tous les cas l'intégration relative à /> et réduire ainsi la valeur de S à 
une intégrale sirçple. L'intégration s'effectuera complètement, si 
l'ellipsoïde est de révolution. 

Post'Scripium. — On pourrait donner du théorème IV une démons- 
tration analogue à celle du théorème I, en considérant d'abord le cas 
où l'on remplacerait les quantités S, A par une surface planer et par la 
projection a de cette surface sur le plan HIK; puis, en décomposant, 
dans le cas contraire, les surfaces 5, A en éléments infiniment petits 
et correspondants. On peut aussi déduire le théorème IV d'une propo- 
sition analogue au théorème II et dont voici l'énoncé : 

Théorème V. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème IV y 
construisons un polyèdre conçeœe, dont les /aces équivalentes entre elles 
soient comprises entre deux sphères concentriques décrites avec les rayons 

r, r(i-i-£), 
£ désignant une quantité positive et nommons M la moyenne arithmétique 
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entre les n valeurs de A , correspondant aux plans de ces mêmes faces. 
On aura sensiblement, pour de petites valeurs de £, 

(i5) 5 = 2.1/, 

et l'erreur que Von commettra en prenant 2 M pour valeur approchée 
de S, sera inférieure au produit de 2 M par la différence 

(16) (,4-£)«_|. 

Démonstration. — Soient 

s une surface plane renfermée dans un plan quelconque; 
a la projection absolue de s sur le plan d'une face du polyèdre; 
a la moyenne arithmétique entre les n valeurs de a qui correspondent 
aux plans des difierentes faces. 

Si la surface s est équivalente à l^ire <; de chaque face du polyèdre, 

a représentera non seulement la projection absolue de s sur le plan 

d'une face, mais aussi la projection de cette face sur le plan de s et, 

par suite, 71 [X sera le double de la projection absolue du polyèdre sur le 

plan de s. Cela posé, soient 

B, C 

la plus petite et la plus grande des valeurs que puisse acquérir la 
projection du polyèdre' sur un plan quelconque. On aura, dans l'hypo- 
thèse admise, 

/lfZ>2B, /lfJL<2C, 

et, si s cesse d'être équivalent k <;, /itji se trouvera compris entre les 

limites 

, , 25B 25C 

(«7) — T-' -T" 

Donc s sera compris entre les limites 

D'ailleurs, le polyèdre ci-dessus mentionné étant convexe et ren- 



j 
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fermé entre les sphères décrites avec les rayons 

r, r(i-f.e), 

la surface /iç du polyèdre sera comprise entre les limites 

47rr% 4trr>(n-e)', 

et ses projections B, G seront renfermées entre les surfaces des grands 
cercles 

Donc, les expressions (i8) seront comprises entre les limites 

471/* inr^ji-^e)^ 

'^a7rr*(i 4-e)*' '^ 27rr* 

OU, ce qui revient au même, entre les limites 

qui. Tune et l'autre, différent très peu de 2a, quand e est très petit; 
et, si l'on prend 2[x pour valeur approchée de s, l'erreur cofnmise ne 
dépassera pas le produit de 2[x par la plus grande des différences 

c'est-a-dire par l'expression (16). Le théorème V étant ainsi démontré 
pour le cas où la quantité S se réduit a une surface plane 5, il suffira, 
pour le démontrer dans le cas contraire, de décomposer S en éléments 
infiniment petits. 

Corollaire I. — Si le polyèdre mentionné dans le théorème V se ré- 
duit à l'un des cinq polyèdres réguliers et si l'on nomme 

1 — £', 14- e', 

les quotients qu'on obtient en divisant la surface de ce polyèdre 
régulier par le quadruple de la projection maximum ou minimum de 
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ce polyèdre; l'erreur que Ton commettra en prenant 2Af pour valeur 
do S sera inférieure au produit de 2.M par le plus grand des nombres e', 
e". Au reste, cette proposition subsisterait encore si le polyèdre cessait 
d'être régulier. 

Corollaire II, — Si le nombre n devient infini, on aura évidemment 
/ / Asinpdpdg 



(20) 



I 1 sm/7 dp dq 



attendu (fue 

s'in p dp dg 

représente l'élément différentiel de la surface de la sphère décrite avec 
le rayon i. Or, des équations (i5)et (20) on déduit immédiatement la 
formule (9). 

Corollaire III. — Si 5 représente un système de surfaces qui soit 

renfermé dans l'intérieur d'une sphère décrite avec le rayoii R et qui 

ne puisse être traversé par une droite en plus de 2m points, on aura 

évidemment 

A <2m7:B^ 

et, par suite, 

S<imT.RK 

On peut donc énoncer la proposition suivante : 

Théorème VI. — Si, dans r intérieur d'une sphère décrite avec le 
rayon R, on trace un système de surfaces qui ne puisse être coupé par une 
droite en plus de 2 m points, la somme des aires de ces surfaces ne dé- 
passera pas le produit de la surface de la sphère par le nombre im. 
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CONDITIONS RELATIVES AUX LIMITES DES CORPS 

ET EN PARTICULIER SUR CELLES QUI CONDUISENT 

AUX LOIS DE LA RÉFLEXION ET DE LA RÉFRACTION DE \A LUMIÈRE ('). 



Mémoires de VJcadémie des Sciences, t. XXII, p. 17: i85o. 



Comme j'en ai fait ailleurs la remarque, la solution des questions 
les plus importantes de la Physique mathématique dépend surtout des 
équations relatives aux limites des corps considérés comme des sys- 
tèmes de molécules. La recherche de ces conditions est indispensable, 
par exemple, quand on se propose d'appliquer l'analyse aux phéno- 
mènes que présentent les vibrations des plaques élastiques, la trans- 
mission du son d'un milieu dans un autre ou bien encore la réflexion 
et la réfraction do la lumière. D'ailleurs, dans ces divers phénomènes, 
les lois recherchées par les physiciens sont ordinairement celles qui 
se rapportent a des mouvements infiniment petits, représentés par des 
équations linéaires aux différences partielles ou même aux différences 
mêlées et à coefTicients constants. Enfin, tout mouvement vibratoire 
de cette nature, propagé dans un milieu homogène, ou se réduit à l'un 
de ceux que j'ai nommés mouvements simples^ ou du moins peut être 
censé résulter de la superposition d'un nombre fini ou infini de mou- 
vements simples. Donc, ce qu'il importe surtout d'étudier, ce sont les 
lois suivant lesquelles un mouvement simple se modifie en passant 
d'un milieu dans un autre. 

(») Présenté à TAcadémie, le 24 juillet 1848. 
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Or, dans tout mouvement simple, les déplacements symboliques de 
chaque point matériel, c'est-à-dire les variables imaginaires, dont les 
parties réelles représentent les déplacements effectifs de ce point, 
mesurés parallèlement aux axes coordonnés, sont les produits de 
certains coefficients relatifs à ces axes par une exponentielle généra- 
lement imaginaire, dont l'exposant est une fonction linéaire des 
coordonnées et du temps. 

Cela posé, considérons deux milieux, séparés l'un de l'autre par 
une surface plane, que nous supposerons perpendiculaire à l'axe des a? 
et que nous prendrons pour le plan des y, z, chaque milieu étant 
d'ailleurs homogène et pouvant contenir un ou plusieurs systèmes de 
points matériels. Parmi les mouvements simples qui pourront se pro- 
pager, soit dans le premier, soit dans le second milieu, on devra 
surtout distinguer ceux qui ne différeront les uns des autres qu'en 
raison du coefficient par lequel l'abscisse cv, c'est-à-dire la distance 
d'un point matériel à la surface de séparation des deux milieux, se • 
trouvera multipliée dans l'exposant de l'exponentielle ci-dessus men- 
tionnée. Ces mouvements, que nous avons nommés correspondants, ont 
entre eux, comme nous l'avons vu, des relations dignes de remarque. 
En effet, deux mouvements simples correspondants sont toujours 
deux mouvements isochrones, c'est-à-dire deux mouvements où les 
vibrations moléculaires s'effectuent dans le même temps. De plus, ils 
propagent des ondes planes dont les traces sur la surface de sépara- 
tion sont parallèles à une même droite. Enfin, les longueurs d'ondu- 
lation dans ces deux mouvements sont proportionnelles aux sinus des 
angles formés par les plans des ondes «ivec la même surface. Or, une 
première loi de réflexion et de réfraction peut être facilement saisie 
d'après les considérations précédentes. Suivant cette première loi, que 
j'ai démontrée dans mes Exercices d' Analyse et de Physique mat héma- 
tique, si un mouvement simple, propagé dans, le premier milieu, 
pénètre la surface de séparation et donne ainsi naissance à des mou- 
vements réfléchis et réfractés, tous ces mouvements incidents, ré- 
fléchis, réfractés, seront des mouvements correspondants. 
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Dans l'application de cette première loi, il va une remarque impor- 
tante a faire. Lorsqu'un mouvement simple qui se propage sans 
s'affaiblir est du nombre de ceux que comporte un milieu donné, la 
propagation peut avoir lieu dans deux sens différents, opposés Fun à 
l'autre; mais, s'il s'agit d'un mouvement réfléchi ou réfracté par la 
surface de séparation de deux milieux, la propagation devra s'effectuer 
dans un sens tel que les ondes réfléchies ou réfractées s'éloignent 
de plus en plus de la surface réfléchissante. Cette loi, indiquée par l'ex- 
périence et que l'on pourrait, en quelque sorte, considérer comme 
évidente par elle-même, se trouve aussi indiquée par le calcul. Si un 
mouvement réfléchi ou réfracté, au lieu de se propager sans s'affaiblir, 
était du nombre de ceux qui s'éteignent en se propageant, les vibra- 
tions devraient, non pas croître, mais diminuer pour des valeurs 
croissantes de la distance à la surface. Cette dernière condition est 
nécessaire pour que les vibrations réfléchies ou réfractées deviennent 
très petites à de grandes distances et que le mouvement ne cesse pas 
d'être, suivant l'hypothèse admise, inflniment petit. 

La loi générale que je viens de rappeler suffit pour déterminer les 
directions des ondes planes, liquides, sonores, lumineuses qui peuvent 
être réfléchies ou réfractées par la surface de séparation de deux mi- 
lieux isotropes ou non isotropes. Elle détermine, en conséquence, les 
directions des rayons lumineux réfléchis ou réfractés, soit par les sur- 
faces extérieures des corps transparents ou opaques, soit par la surface 
intérieure d'un corps transparent. 

On conclut de cette loi que, dans les milieux isotropes ou isophanes, 
l'angle de réflexion est égal a l'angle d'incidence, et qu'alors aussi, 
pour une longueur d'ondulation donnée, le sinus de réfraction est au 
sinus d'incidence, suivant la règle trouvée par Descartes, dans un 
rapport constant. Enfin, la même loi fournit immédiatement les règles 
établies par Malus etpar M. Biot pour la détermination des rayons ré- 
fléchis par la seconde surface des cristaux à un ou a deux axes op- 
tiques et montre comment ces règles doivent être modifiées dans le cas 
où les milieux donnés sont doués l'un et l'autre de la double réfraction. 
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Parlons maintenant des lois qui déterminent, non plus les directions 
des ondes planes réfléchies et réfractées, mais la direction et les am- 
plitudes des vibrations moléculaires dans ces mêmes ondes, par con- 
séquent, le mode de polarisation et l'intensité de la lumière réfléchie 
ou réfractée par la surface d'un corps transparent ou opaque. La 
recherche de ces lois sera plus ou moins compliquée^ suivant les 
données du problème; et, pour ce motif, il convient de traiter l'un 
après l'autre les deux cas bien distincts qui peuvent se présenter, 
savoir : le cas où chacun des milieux que l'on considère renferme un 
seul système de *poiiits matériels et le cas où plusieurs systèmes de 
points matériels se trouvent contenus dans chaque milieu. 

Considérons d'abord le cas où deux milieux de nature difierente, 
mais dont chacun renferme un seul système de points matériels, se 
trouvent séparés l'un de l'autre par le plan des j, s. Concevons, 
d'ailleurs, que de part et d'autre de ce plan on mène deux plans pa- 
rallèles à des distances très petites, mais cependant supérieures au 
rayon de la sphère d'activité sensible de deux molécules; et construi- 
sons un cylindre droit dont les bases soient comprises dans ces mêmes 
.plans. Si les dimensions de chaque base, en demeurant très petites en 
elles-mêmes, sont néanmoins très considérables par rapport à la 
hauteur du cylindre, les pressions totales supportées par les deux 
bases du cylindre seront sensiblement égales, et l'on pourra en dire 
autant des variations que ces pressions totales subiront dans un mou- 
vement infiniment petit. Par suite, si chacun des milieux donnés est 
homogène et si des mouvements simples propagés dans ces milieux 
offrent des longueurs d'ondulations notablement supérieures au rayon 
de la sphère d'activité sensible de deux molécules, les pressions, non 
plus totales, mais partielles, supportées par les deux bases du cylindre 
en deux points correspondants, situés sur une droite perpendiculaire 
au plan des y, 5, seront deux forces sensiblement égales, dirigées 
suivant des droites parallèles, mais en sens contraires et l'on pourra 
en dire autant des pressions que subira sur ses deux faces le plan 
des 7, s, c'esf-à-dire la surface de séparation des deux milieux, ces 
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dernières pressions et leurs variations étant calculées conome si la 
constitution de chaque milieu n'éprouvait aucune modification dans 
le voisinage de cette surface. Le principe qui consiste à égaler ainsi 
entre elles, mais sous la condition ci-dessus rappelée, les pressions inté- 
rieure et extérieure supportées par la surface de séparation de deux 
milieux, se trouvait déjà exposé dans un Mémoire que j'ai présenté à 
l'Académie en i843. ( Voir les Comptes rendus des séances de l'Académie 
desSciences, t. XVI, p. i5i)(*). Ce principe fournit immédiatement trois 
conditions relatives à la surface de séparation des deux milieux que 
l'on considère. Ces trois conditions sont effectivement celles que l'on 
emploie dans la théorie des corps élastiques, où Ton suppose que chaque 
milieu renferme un seul système de points matériels. Elles devien- 
dront insuffisantes, si chaque milieu renferme un ou plusieurs systèmes 
de points matériels, comme il arrive dans la théorie de la lumière ou 
dans des cas semblables dont nous allons maintenant nous occuper. 
Supposons, pour fixer les idées, que les deux milieux séparés l'un 
de l'autre par le plan des j, 5 soient deux corps solides ou fluides 
dont chacun renferme deux systèmes de molécules, savoir: ses molé- 
cules propres et les molécules de l'éther ou du fluide lumineux. 
Supposons encore, pour simplifier les calculs, que l'on réduise chaque 
molécule à un point matériel. Les équations des mouvements infini- 
ment petits propagés dans chaque corps renfermeront six inconnues, 
qui représenteront les déplacements infiniment petits des molécules 
de ce corps et des molécules de l'éther, mesurés parallèlement aux 
axes coordonnés. De plus, les pressions supportées en un point donné 
de chaque corps par un plan quelconque ou plutôt leurs composantes 
parallèles aux axes coordonnés, s'exprimeront en fonction de ces 
déplacements et de leurs dérivées partielles; et, si l'on néglige dans le 
calcul les actions exercées ou subies par les molécules éthérées, le 
principe de l'égalité entre les pressions intérieure et extérieure sup- 
portées par le plan des y, z fournira, pour les points situés dans ce 
plan, entre les déplacements correspondants des molécules des deux 

(») Œuvres de Cauclif, S. I, T, VH, p. 246. 
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corps, des équations de condition qui conduiront h des résultats con- 
firmés par l'expérience. Mais ces équations de condition, considérées 
isolément, ne sauraient en aucune manière fournir une idée des modi- 
fications qu'éprouveront, en vertu de la réflexion et de la réfraction, 
les directions et les amplitudes des vibrations lumineuses, par con- 
séquent, une idée du mode de polarisation ou de l'intensité des rayons 
réfléchis ou réfractés : car les valeurs approchées des termes que Ton 
négligeait dans une première approximation ne pourront se déduire 
des équations mêmes dans lesquelles on les omettait d'abord. Mais, 
pour retrouver les conditions auxquelles devront satisfaire, sur la sur- 
face de séparation des deux corps, les trois déplacements d'une molé- 
cule d'éther, mesurés parallèlement aux axes coordonnés, il suffira de 
considérer les molécules d'éther comprises dans les deux corps comme 
formant un système unique de molécules, et d'admettre que, dans le 
mouvement de ce système, les déplacements moléculaires, et leurs 
dérivées prises par rapport à l'abscisse or, ou du moins celles de ces 
dérivées que ne déterminent pas les équations différentielles des mou- 
vements infiniment petits, varient par degrés insensibles avec cette 
même abscisse. Ce dernier principe, qu'on peut appeler le principe de 
la continuité du mouvement dans le fluide éthéré, étant joint non 
seulement au principe de VégaUté des pressions intérieure et extérieure 
supportées en un point quelconque par la surface de séparation des 
deux corps, et a la condition sous laquelle celui-ci était admis, mais 
encore à la loi qui détermine la direction et la vitesse de propagation 
des ondes planes réfléchies et réfractées, permettra effectivement 
d'établir les diverses formules qui feront connaître, après la réflexion 
et la réfraction du mouvement simple, la nature et les propriétés des 
divers mouvements réfléchis ou réfractés. Disons maintenant quel- 
ques mots de l'analyse à l'aide de laquelle on pourra construire ces 
mêmes formules. 

Après avoir établi, pour l'un des corps donnés, les équations qui 
représentent les mouvements infiniment petits des molécules de ce 
corps et des molécules de l'éther, éliminons de ces équations toutes 
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les inconnues, à l'exception d'une seule. On obtiendra ainsi l'équation 
caractéristique à laquelle devra satisfaire chacune des inconnues, et 
l'on pourra, dans cette équation caractéristique, renoplacer les sym- 
boles de dérivation relatifs au temps t et aux coordonnées x^ y^ z par 
les quatre coefficients qui affectent ces quatre variables dans l'expo- 
nentielle imaginaire qui caractérise un mouvement simple. Alors 
l'équation caractéristique exprimera la relation qui, pour tout mouve- 
ment simple, propagé dans le corps dont il s'agit, subsiste entre ces 
quatre coefficients. Si le corps donné est isotrope, l'équation caracté- 
ristique renfermera seulement, avec le coefficient relatif au temps, la 
somme des carrés des coefficients relatifs aux coordonnées, ou, ce qui 
revient au même, le carré d'un nouveau coefficient. Elle pourra donc 
être considérée comme établissant une relation entre les deux coeffi- 
cients qui caractérisent un mouvement simple isotrope. Si, d'ailleurs, 
le mouvement simple et isotrope est du nombre de ceux qui se pro- 
pagent sans s'affaiblir, les deux coefficients en question seront récipro- 
quement proportionnels à la durée des vibrations lumineuses et à 
l'épaisseur des ondes planes, ou, ce qui revient au même, à ce qu'on 
nomme la longueur des ondulations. 

Observons, maintenant, que les mouvements simples propagés dans 
l'un ou l'autre corps et caractérisés comme on vient de le dire, seront 
de deux espèces. Parmi ces mouvements, les uns disparaîtraient avec 
les molécules des deux corps, les autres avec les molécules de l'éther. 
Or, pour obtenir, du moins avec une Certaine approximation, d'une 
part, les lois des mouvements simples propagés dans les deux corps, 
d'autre part, les lois des mouvements simples propagés dans l'éther, 
il suffira évidemment de réduire ces mouvements, dans le premier cas, 
à des mouvements de première espèce, c'est-à-dire à des mouvements 
qui continueraient de subsister si l'éther venait à disparaître; dans le 
second cas, à des mouvements de seconde espèce, c'est-à-dire à des 
mouvements qui continueraient de subsister si les corps venaient à 
disparaître; et de tirer les conditions relatives à la surface de sépara- 
tion des deux corps, dans le premier cas, du principe de l'égalité des 
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pressions intérieure et extérieure supportées par cette surface, dans le 
second cas, du principe de la continuité du mouvement dans l'éther. 
Ajoutons que, les lois de la réflexion et de la réfraction des mouvements 
simples étant une fois trouvées, avec les équations de condition rela- 
tives à ces mouvements et aux points situés sur la surface de sépara- 
tion des deux milieux, on pourra, eu égard aux notations que nous 
avons adoptées, étendre facilement ces équations de condition au cas 
où Ton considérerait des mouvements infiniment petits quelconques. 
Pour y parvenir, il suffira ordinairement de remplacer, par des sym- 
boles de dérivation relatifs au temps et aux coordonnées, les coefficients 
par lesquels ces quatre variables se trouvent multipliées dans l'expo- 
nentielle imaginaire qui caractérise chaque mouvement simple. 

L'expérience confirme l'exactitude des conclusions ci-dessus 
énoncées, et semble même démontrer que l'approximation à laquelle 
on arrive en opérant comme nous venons de le dire est très considé- 
rable. Car la plupart des lois remarquables découvertes par le calcul, 
et vérifiées par l'observation dans la Physique mathématique, peuvent 
s'établir de cette manière, ainsi que je l'expliquerai plus en détail dans 
une série de Mémoires qui suivront celui-ci. 

Pour montrer une application de la méthode que je viens d'exposer 
à un exemple utile, concevons que l'on cherche les lois suivant 
lesquelles un rayon lumineux et simple est réfléchi et réfracté par la 
surface de séparation de deux corps isophanes dont les molécules sont 
réduites, avec celles de l'éther, à des points matériels. Alors, dans 
chaque mouvement simple, les vibrations moléculaires seront ou 
transversales, c'est-à-dire comprises dans les plans des ondes, ou non 
transversales (*). Alors aussi l'équation caractéristique établira une 
relation entre les carrés des coefficients*, s qui caractérisent un mou- 
vement simple isotrope, et qui, dans le cas où le mouvement se pro- 
page sans s'affaiblir, sont réciproquement proportionnels, d'une part, 
à l'épaisseur des ondes planes, d'autre part, à la durée des vibrations 

(*) Pour plus d'exaclilude, nous substituons ici les mots non transversale,^ aux mots lon- 
gitudinales, c'est-à-dire perpendiculaires à ces plans, quj se trouvaient dans le manuscrit. 

O^suvreê de C\ — S. I, t. II. 24 
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moléculaires. Ajoutons que cette équation caractéristique du huitième 
degré, par rapport à 5, se décomposera immédiatement en deux équa- 
tions du quatrième degré, qui répondront la première, à des mouve- 
ments simples à vibrations transversales, la seconde, à des mouvements 
simples à vibrations non transversales. Remarquons, enfin, que chaque 
mouvement simple pourra se propager en deux sens opposés auxquels 
correspondront deux valeurs de s qui ne se différeront que par le signe. 
Cela posé, aux quatre valeurs de 5* que fourniront les deux équations 
du quatrième degré, correspondront quatre mouvements simples, dont 
deux seulement subsisteront si les molécules des deux corps viennent 
à disparaître. D'ailleurs, ces deux derniers mouvements, qui offriront, 
l'un des vibrations transversales, l'autre des vibrations non transver- 
sales, seront précisément ceux dont il faudra tenir compte pour déduire 
du principe de la continuité des mouvements dans l'éther les équations 
de condition relatives à la surface de séparation des deux corps. 

Lorsque, dans les équations de condition ainsi obtenues, on néglige les 
termes qui proviennent des actions exercées par les molécules des deux 
corps, ces équations reprennent, ainsi qu'on devait s'y attendre, la forme 
sous laquelle elles se sont présentées dans mes précédents Mémoires. 

J'observerai, en finissant, que M. I^urent, auquel j'ai parlé de mes 
nouvelles recherches, m'a dit avoir de son côté obtenu, par des procédés 
que j'ignore, des équations de condition relatives aux surfaces des 
corps, et spécialement applicables à la théorie de la chaleur. Il m'a dit 
encore que sa méthode fournissait un nombre d'équations égal au 
nombre des miennes. J'ai du faire ces observations, non seulement 
dans l'intérêt de M. Laurent, mais aussi dans l'intérêt de la Science, 
qui gagne toujours à ce que les questions délicates soient éclairées 
par des discussions approfondies; et il est à désirer que cet habile 
géomètre, dont plusieurs fois l'Académie a eu déjà l'occasion d'appré- 
cier tout le mérite, fasse bientôt connaître les résultats des recherches 
nouvelles qu'il a entreprises sur les divers points de la Physique ma- 
thématique. 
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Étant donné un système de molécules supposées réduites à des points 
matériels, j'ai appelé mouvement simple du système, tout mouvement 
infiniment petit, dans lequel les déplacements d'une molécule, me- 
surés parallèlement à trois axes rectangulaires, sont les parties réelles 
de trois variables imaginaires, respectivement égales aux produits de 
trois constantes imaginaires par une même exponentielle, dont l'ex- 
posant imaginaire est une fonction linéaire des coordonnées et du 
temps. J'ai, de plus, nommé déplacementÉ symboliques les trois variables 
imaginaires, dont les déplacements effectifs sont les parties réelles. 
Enfin, j'ai observé que l'exponentielle variable à laquelle les déplace- 
ments symboliques sont proportionnels, est le produit d'un facteur 
réel par une exponentielle trigonométrique; et ce facteur réel, et l'ar- 
gument dé l'exponentielle trigonométrique, sont ce que j'ai appelé le 
module et Vargument du mouvement simple. Cela posé, il est facile de 
reconnaître que tout mouvement simple d'un système de molécules est 
un mouvement par ondes planes, les diverses molécules se mouvant 
dans des plans qui sont parallèles entre eux, sans être nécessairement 
parallèles aux plans des ondes. Un mouvement simple est durable et 
persistant, lorsque son module est indépendant du temps, et alors 

(<) Lu dans la séance publique du 8 janvier 1849. 
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chaque molécule décrit une ellipse qui peut se réduire à un cercle ou 
à une portion de droite. Un tel mouvement se propagera sans s'éteindre, 
et les ellipses décrites seront toutes parallèles les unes aux autres, si 
le module se réduit constamment à l'unité. Mais, si le module ne se 
réduit à l'unité que pour les points situés dans un certain plan, alors 
l'amplitude d'une vibration moléculaire, c'est-à-dire le grand axe de 
l'ellipse décrite par une molécule, décroîtra en progression géomé- 
trique, tandis que la distance de la molécule au plan dont il s'agit 
croîtra en progression arithmétique. 

Dans la théorie de la lumière, à un mouvement simple, durable et 
persistant du fluide éthéré, correspond ce qu'on nomme un rayon 
lumineux simple. La direction du rayon est celle dans laquelle le mou- 
vement se transmet à travers une très petite ouverture faite dans un 
écran. Le rayon lui-même est représenté à chaque instant par la courbe 
que dessinent, en vertu de leurs déplacements, les molécules primiti- 
vement situées sur sa direction. Si les molécules décrivent des cercles 
ou des ellipses, le rayon sera polarisé circulairement ou ellipliquemenl, 
et représenté par une espèce d'hélice ou de spirale à double courbure. 
Cette hélice se changera en une courbe plane, si les vibrations molé- 
culaires sont rectilignes et dans ce cas le rayon polarisé rectilignenient 
deviendra ce que nous appelons un rayon plan. 

Yj^ module ^iV argument d'un rayon lumineux simple ne sont autre 
chose que le module et l'argument du mouvement simple qui lui cor- 
respond. Si le module se réduit constamment à l'unité, le rayon se 
propagera sans s'affaiblir. Si le module diffère généralement de l'unité, 
l'amplitude des vibrations lumineuses décroîtra en progression géomé- 
trique, tandis que la distance à un plan fixe croîtra en progression 
arithmétique, et alors le rayon de lumière deviendra ce que nous 
appellerons un rayon évanescent. La lumière que renferme un rayon 
évanescent peut être, dans un grand nombre de cas, perçue par l'œil. 
Telle est, en particulier, la lumière verte transmise par voie de réfrac- 
tion à travers une feuille d'or très mince. Telle est encore la lumière 
transmise à travers les faces latérales d'un prisme de verre qui a pour 
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bases deux triangles rectangles, et fournie par un rayon émergent qui 
rase la face de sortie, dans le cas où le rayon réfracté forme, avec la 
normale à cette dernière face, un angle supérieur à l'angle de réflexion 
totale. Alors, comme je l'ai dit en i836 (t. II, p. 349), le rayon 
émergent s'éteint graduellement, tandis que le rayon incident forme 
un angle de plus en plus petit avec la face d'entrée. 

Les coefficients des trois coordonnées dans l'exponentielle qui carac- 
térise un rayon simple, c'est-à-dire dans l'exponentielle à laquelle les 
déplacements symboliques des molécules d'éther sont proportionnels, 
mérite une attention particulière. 

Quand le milieu que l'on considère est un milieu isophane ordinaire, 
qui ne produit pas la polarisation chromatique, les rayons simples qui 
peuvent s'y propager sont de deux espèces. Pour certains rayons, les 
trois déplacements symboliques de chaque molécule sont proportion- 
nels aux trois coefficients dont il s'agit. Pour d'autres rayons, si l'on 
multiplie respectivement les trois coefficients par les trois déplace- 
ments symboliques, la somme des produits obtenus devra se réduire à 
zéro. D'ailleurs, dans les milieux isophanes, les directions des rayons 
lumineux seront généralement perpendiculaires aux plans des ondes. 
Cela posé, on peut affirmer que, dans ces milieux, les vibrations des 
molécules d'éther seront ordinairement longitudinales , c'est-à-dire 
perpendiculaires aux plans des ondes, pour les rayons simples d'une 
espèce, et transversales, c'est-à-dire comprises dans les plans des 
ondes, pour les rayons de l'autre espèce, quand ces rayons se propage- 
ront sans s'affaiblir, ou, ce qui revient au même, quand leurs modules 
se réduiront constamment à l'unité. Mais, quand les modules seront 
généralement distincts de l'unité, les rayons simples propagés par les 
milieux isotropes cesseront d'off*rir des vibrations longitudinales ou 
transversales, en devenant ce que nous appelons des rayons évanes- 
cents, Alors aussi le rayon évanescent^ qui tiendra la place d'un rayon 
à vibrations longitudinales y sera un rayon simple, composé de molécules 
dont les vibrations s'exécuteront dans des plans perpendiculaires aux 
traces des plans des ondes sur le plan fixe correspondant au module i . 
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Le troisième rayon de lumière réfléchi ou réfracté par la surface de 
séparation de deux milieux est précisément Tun de ceux que nous 
appelons évanescents; et, pour expliquer les phénomènes de la réflexion 
et de la réfraction lumineuse, il est nécessaire de tenir compte de ce 
troisième rayon. C'est ce qu'avait vu M. Georges Green, dès l'année 
i8v37. Mais, en partant de cette idée, il avait cherché à déduire les lois 
de la réflexion des équations auxquelles on parvient appliquant à la 
détermination des mouvements de l'éther seul la méthode donnée par 
Lagrange dans la Mécanique analytique, ou, ce qui revient au même, 
en faisant coïncider les équations de condition relatives à la surface 
de séparation des deux milieux, avec celles qu'on obtient quand on 
égale entre elles les pressions exercées par les deux milieux sur la 
même surface. Comme je l'ai déjà dit, au principe de Végalité entre ces 
pressions, on doit, dans la théorie de la lumière, substituer le principe 
de la continuité du mouvement dans l'éther, et alors, en opérant comme 
je l'ai fait dans la dernière séance, on arrive directement et prompte- 
ment à résoudre le problème, dont la solution est donnée par des 
formules générales qui comprennent, comme cas particulier, celles de 
Fresnel. En vertu de ces formules générales, le troisième rayon est un 
rayon évanesccnt, dirigé de manière à raser la surface réfléchissante 
ou réfringente, et composé de molécules qui décrivent des ellipses 
comprises dans le plan d'incidence, les plans des ondes étant à la fois 
perpendiculaires au plan d'incidence et à la surface réfléchissante. Si, 
d'ailleurs, on reçoit sur une membrane placée tout près de la surface 
réfléchissante ou réfringente l'image de ce troisième rayon, cette image 
n'offrira une lumière représentée par une fraction sensible de la lumière 
incidente que dans une très petite épaisseur qui, vue a une distance 
de o",i, sous-tendra un angle inférieur à-j^ de seconde sexagésimale. 
Cette très petite épaisseur ne sera peut-être pas une raison suffisante 
pour que l'on doive désespérer de rendre le troisième rayon sensible à 
l'œil, surtout si l'on réfléchit à l'extrême petitesse du diamètre apparent 
des étoiles fixes, qui, très probablement, doit être, pour un grand 
nombre d'entre elles, inférieur à ;^ de seconde. 
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ANALYSE. 

Le théorème relatif aux rayons qui se propagent dans les milieux 
isotropes peut être démontré de la manière suivante : 

Soient, dans un mouvement simple de Téther, Ç, yj, Î^ les déplace- 
ments d'un atome, mesurés parallèlement à trois axes rectangulaires 
des a:, y, s et 5, y], Ç les déplacements symboliques dont les déplace- 
ments effectifs l, yj, ^ sont les parties réelles. On aura au bout du 
temps / 

A, B, C, M, V, w, s désignant des constantes, dont chacune pourra être 
en partie réelle, en- partie imaginaire. En conséquence, on pourra 
supposer 

/i4=rtt-hai, ^=b-hbi, C=fH-ci, 

(2) < tt = tt-hui, (>=:in-vi, ivt=w-hwi, 

( 5=6H-Si, . 

a, b, (, tt, 0, 01, 0; a, b, c, u, v, w, s étant des quantités réelles et i une 
racine carrée de — i. Soient maintenant a, 6, y des constantes 
réelles, choisies de manière à vérifier simultanément les deux condi- 
tions 

(3) tta-hb6-f-ry = 0, aa -+- b6 h- cy = o; 

on aura encore 

(4) ^a-hi96H-Cy = o. 

Or, de cette deuxième formule, jointe aux équations (i), on tirera 

(5) aî-h6r)-hyÇ = o, 

par conséquent 

(6) a^-h6r)4-yÇ = o, 
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et Ton conclura de la formule (5) que chaque molécule d'éther décrit 
une courbe plane, dont le plan est perpendiculaire à la droite, repré- 
sentée par Téquation 

(7) -=! = -• 

a 6 y 

D'autre part, Texponentielle ^««^r+»«»-*f^ qQJ caractérise le mouve- 
ment simple, représenté symboliquement par les équations (i), se 
décompose, en vertu des formules (3), en deux facteurs, dont l'un 
^ux^y-^mt-ti ggj |g module du mouvement simple, tandis que l'autre 
^(Qx-fTr-»-w«-8/)i gg réduit à une exponentielle trigonométrique, dont 
l'argument uar -h vj^ 4- W5 — s/ est ce que nous appelons Vargument 
du mouvement simple. En égalant cet argument à zéro, pour une 
valeur nulle de /, on obtient l'équation 

(8) uj:-*- v^-h W5 = o, 

qui représente le plan invariable, auquel les /?/a/w rfe^ o/i(/ç^ sont pa- 
rallèles. Si d'ailleurs le mouvement simple est durable et persistant, 
on aura 

et si, de plus, le mouvement se propage sans s'affaiblir, oi> aura encore 

u = O, P = o, w = o. 

Si, au contraire, le mouvement s'affaiblit en se propageant, l'une au 
moins des constantes u, a, © cessera de se réduire à zéro et l'on ob- 
tiendra un rayon évanescent, dans lequel l'intensité de la lumière 
décroîtra en progression géométrique, tandis que la distance d'une mo- 
lécule au plan invariable représenté par l'équation 

(9) uo: -h P/ -h W5 = o 

croîtra en progression arithmétique. 

Supposons maintenant que le mouvement infiniment petit, repré- 
senté par les équations (i), soit un mouvement simple de l'éther, dans 



ET LES RAYONS ÉVANESCENTS. 193 

un milieu isophane qui ne produis pas la polarisation chromatique. 
Alors les déplacements symboliques vérifieront l'une des deux for- 
mules 

(.o) 1 = ^ = 1 

(il) ' iil -^ v-n -i- iv^ = o. 

Cela posé, si le module e"-^"**"^"*"""^"" se réduit à l'unité, ou, en d'autres 
termes, si les constantes u, o, m, s'évanouissent, on aura 

u = u\f ç=zv\y çvzziwi, 5 = si, 
et l'on tirera de la formule (10) 

1 = ^ = 1, 



(12) 

par conséquent 



u V w 
u V w' 



puis de la formule (i i) 

(l3) u^ H- vrj -4- wÇ=:o, 

par conséquent ^ 

U^-H VTi -+- wÇrro. 

Donc les vibrations des molécules d'éther seront dans le premier cas 
perpendiculaires, dans le second cas pçirallèles aux plans des ondes. 
Mais si, étant nul, a, a, ui cessent de s'évanouir, il suffira d'assu- 
jettir les coefficients a, 6, y à vérifier simultanément les deux condi- 
tions 

(i4) ua H- 06-4- wy = 0, ua -h v6-h wy = 0, 

pour que l'on ait aussi 

(i5) «a -4- t^ê -h iï'y = 0, 

Œuvres de C\ — S. I, t. U. '20 
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et alors la formule (lo) entraînera les équations 

(i6) a^-*-6t) H-yÇ = o, «^ ->- ^^0 -+- yÇ = o. 

D'ailleurs, de la seconde des équations (i6), jointe aux for- 
mules (i4)» on conclura que les vibrations moléculaires s'exécutent 
dans des plans perpendiculaires à la commune intersection des 
plans (8) et (9). 
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Mémoires de V Académie des Sciences, l. XXII, p. 89; i85o. 



§ I*'. — Calcul des /onctions génératrices. 

y z=f(x) désignant une fonction de œ, M. Laplace appelle fonction 
génératrice de f{x) la suite infinie 

OU 

(a) /(o) + ^/(,)-hrV(3)+...H-^V(^)-H.... 

La fonction génératrice étant donnée, la fonction /(^) s'en déduit, 
mais seulement pour des valeurs entières de x. La connaissance de la 
fonction génératrice ne suffit pas pour déterminer /'(a:), /"(a?), — 

A la vérité, en partant de l'équation 

dans laquelle Aj = ^f{x) =f{x -f- i) — /(^)» et observant que A^j a 

(*) Présenté à l'Académio des Sciences, le 27 décembre 1814 («). 

(*) Je livre ce Mémoire à l'impression tel que je le retrouve dans le manuscrit qui le renferme. 
La signature do M. Georges Cuvier, apposée sur lo premier et sur le dernier feuillet du Mémoire, 
indique, comme date de présentation, le 27 décembre 1824. 
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pour fonction génératrice u(^ — i j , on trouverait 

(4) //l(i-hi-i) = i/l(o, 

dv 

pour fonction génératrice de y- =f'{x). Mais la formule (3), qui est 

exacte pour des fonctions entières, cesse de l'être pour des fonctions 
quelconques. Le second membre ne varie pas quand on y fait croître j 
d'une fonction périodique de x, tandis que le premier membre change 
alors de valeur. Si l'on fait par exemple 

cette équation donnera 

quel que soit x, ce qui est absurde. On ne voit pas, d'ailleurs, 
comment le développement de u\{t) suivant les puissances ascen- 
dantes de / pourrait s'effectuer. 

Une autre difQculté que présente le calcul des fonctions généra- 
trices consiste en ce que l'on regarde 

(5) "=^^-+-v,-i-/,«-h...-h7,+.,«'-i-... 

comme fonction génératrice de v^.^,, tandis qu'en remplaçant, dans la 
série (i),jj, par j,,^, par v^ et généralement Vj, par Vj.^.,, on trouverait 
simplement 

pour fonction génératrice de Vj.^.,. On ne peut lever cette difficulté 
qu'en admettant, pour chaque valeur de f{x), une infinité de fonc- 
tions génératrices, telles que 

jo -t-y, ^ -+-/,^» -+- . . . -h j)^;p/*-h . . . , 
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OU même, en prenant pour fonction génératrice, ainsi qu'on Ta pro- 
posé, la somme de la série 

(7) r_./— -+-... -h /_,/-» -h /o^'-+-Ji^-hj,^* -h... 4- /•/•-+-.... 

Cette dernière série devra nécessairement être employée si l'on veut 
que la fonction génératrice de j_^ soit représentée par ut^. Or, il arrive 
.malheureusement que la série (7) est généralement divergente et n'a 
pas de somme. 

Quant aux résultats déduits du calcul des fonctions génératrices, à 
l'égard des équations linéaires aux différences finies ou infiniment 
petites, on peut les établir directement, comme nous le ferons dans les 
paragraphes qui suivent. 



§ II. — Formules de M, Fourier et autres du même genre (*). 
On a, en vertu du théorème de M. Fourier, 

(1) f(a:) = ^r f e^('-\^nf(ix)dadij, 

a: étant renfermé entre les limites (x' et (x". On peut encore écrire 

(2) /{x)=— C Ç et«-^«i)<'-l*>/(fx)c?acf/x, 
a étant une constante arbitraire. On trouvera de même 

et 

(>) Dans TimpressioD de ce paragraphe et des suivants, j*ai cru devoir, pour la commo- 
dité du lecteur, me conformer à Tusage maintenant adopté par les géomètres, en substi- 
tuant partout la lettre i au sigae algébrique /— 1, employé dans le manuscrit. 
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n étant le nombre des variables a?, y, s, ... et a, 6» .. . des constantes 
arbitraires. 

On a encore, a?, (x', ^jJ" étant des nombres entiers, 

(5) /(^)=— / y e^^"\^^^f(y,)dv, 

désignant une somme de la forme 

I*' . 

I*' 
et X étant renfermé entre les limites (x', }x\ On pourrait écrire encore 

Si Ton supposait ic, (x', ix" multiples de h et de plus 

(8) ^9iy')='9(y-')-^^{\»'' + h)+...^f^{i,''^h), 



on trouverait 

(9) n^) = izry!'*''e<'^>ny.)ds>, 

ou, ce qui revient au même, 

2E 

(10) f(a:) = — y e«^'-l*V(fx)Arfa, 

pais, en posant A = o, 

(11) f{x) = ±-J re^(''^''^f{)x)dixda, 

ce qui s'accorde avec la formule (i). On aurait encore, dans la même 
hypothèse, 
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ou, ce qui revient au même, 

E 
(i3) /(^)=rr y r '' e«('-l^)i/(fx)A./«, 



OU 

(i4) /{x) = — f y^^%(«+*i)<*-i*)/(fji)Ae/a, 

-^ 

a? étant renfermé entre les limites [k\ (x" et r^= e* désignant une con- 
stante arbitraire% 

Pour démontrer toutes les formules qui précèdent, il suffit de déve- 
lopper les sommes indiquées par le signe 2» ^t d'observer que Ton a 
• toujours (m étant un nombre entier) 

(i5) / e"'"*»rfa=:/ cos/na^a = o, 

excepté dans le cas où Ton suppose m = o et pour lequel on trouve 

(i6) / e^da=j doL^n'K. 

On établirait généralement de la même manière la formule 

T étant un nombre entier, compris entre les deux nombres entiers 

a"' 4-; T étant un autre entier compris entre les nombres entiers j> 

-r> •••; et a, 6, ... désignant des constantes arbitraires; puis on en 
conclurait : i"* en réduisant a, 6, . . . à.zéro 

(«8) /(x,/,...) = (^^j j j ...2. 2^. ...e«»('-l^)e«t('-v>.../(^,v,...)M...e/ae/6...: 
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2** en réduisant A, ^, ... à l'unité 

Lorsque, dans les équations (17) et (18), on pose h = o, k=o^ ... 
on retrouve les formules (4) et (3). 

Il est encore essentiel de rappeler les formules que nous allons 
écrire. On a d'abord 

Cette formule suppose que la fonction f(i/e*'*) ne varie jamais d'une 
manière brusque et ne devient pas infinie entre les limites (; = — u, 
i' = -f- n, M = o, w = r. De plus, 

représentent celles des racines de l'équation 

(22) F(x)=o, 

dont les modules, ou les valeurs numériques, sont inférieurs à r. 
On a encore 

lorsque f(w -h ^i) ne devient pas infini et ne varie pas d'une manière 
, brusque entre les limites u = u\ u = u'\ ç=^ ^ao, ç = -h^et s'éva- 
nouit pour p = it oc, quel que soit m. Dans la formule (23), 0:0,0?,, ..., 
^m-i représentent les racines de l'équation (22), dans lesquelles les 
parties réelles restent comprises entre les limites m', w". 

Lorsque la fonction f(M-hpi) s'évanouit, non seulement pour 
i' = dt oc, quel que soit w, mais encore pour u = — oo, quel que soit ç. 
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alors, en prenant w = — oo, a"= U, on réduit la formule (aS) à 

^^^^ F(^J "^ F(a;,) "^••'"^ F(^,„.,) " 27r J_.F(U -r- i^i)'''^- 

Le premier membre de celle-ci renfermera toutes les racines de 
Y(xy= o, si U surpasse les parties réelles de toutes ces racines et à 
plus forte raison si U surpasse leurs modules. 

Lorsque la fonction ((u-^vi) s'évanouit, non seulement pour 
ç = dzcc, quel que soit u, mais encore pour u = cc, quel que soit f', 
alors, en prenant w' = — U, 1/"= oo, on trouve 

Le premier membre de l'équation (25) renfermera toutes les racines 
de F(a?) = o, si — U est inférieur aux parties réelles de toutes les 
racines, ce qui aura nécessairement lieu si U surpasse tous les 
modules. 

§ III. — Analogies des puissances et des différences. 

Supposons que les caractéristiques 

d ^ d à 

do? oy ' as 

placées devant les fonctions 

/(x), /(x,y,z, ...), 

indiquent les dérivées de ces fonctions par rapport ào?, j, 5, . . . et que 
les puissances des mêmes caractéristiques indiquent les dérivées des 
divers ordres, en sorte qu'on ait 



«V(^)=^^-/^'*>{^) 



OEwrei de C. ~ S. I, t. II. 26 
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et 



«v<-^'='-^- 



Si Ton désigne par 

F(a,6,y, ...) 

une fonction entière de a, 6, y, . . ., la notation 

(î) F(«,6,y,...)/(^,:K. -....) 

représentera une fonction linéaire de /(j?, v, s, ...) et de ses dérivées 
des divers ordres. De plus, on aura évidemment, en vertu du théorème 
de Taylor, 

h étant la différence finie de a?; et, Ton trouvera, par suite, en appelant 
k = Ay, / = As, ... les différences finies dey, z, ... 

(3) F(e*«,eî*«,e'T,...)/(:r, v,5,...) = F(i-+-A„ iH-A^, i4-A3,...)/(x,/,5,...). 
Ajoutons que Ton aura généralement 

Remarquons à présent que si, dans l'expression (i), on substitue 
pour /(x,y,z, ...) sa valeur, tirée de la formule (3) du deuxième 
paragraphe, on trouvera 

. F(a,6,y, ...)/( J^, y, -,...) 

Si, par analogie. Ton étend cette dernière formule au cas où la fonc- 
tion F(a, 6, y, ...) devient quelconque, il en résultera que Tintégrale 

(6) (-^Xf f •••e*^'-ï*^*e«<^~^^'.../(|^,v, ...)F(«i,6i,...)rfarffX€/Srfv... 
— • p. 



(8) 
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sera représentée, dans tous les cas possibles, par la notation 

F(a,6,y, ...)/( ^,r, 5,...). 

Cette convention étant admise, il est facile de voir : 
I** Que, si Ton a généralement 

(7) F(a»S,y, ...) = ?o(«»S»y».-.)-H9,(a,6,y, ...)-^9î(a,6,y, ...)-H..., 

le second membre de l'équation (7) étant composé d'un nombre fini 
de termes, on aura aussi 

F(«,6,y,...)/(j^,y,5,...) 

2** Que l'équation (7) entraînera encore l'équation (8), si la série 

(9) 9o(«i,6i,yi, ...), 9,(«i,6i,yi, . . .), ... 

est convergente pour toutes les valeurs de a, S, y, ... ; 
3** Que l'on vérifiera toujours l'équation 

(10) F(a,p,y, ...)/(^,r,^, ...)==*(«,€,/, ...)/(^,y,-, ...), 
en posant 

(11) F(a,6, y, ...) = *(«,€,/, ...); 

4** Que, si F(a, S, y, . . .) est une fonction entière, l'on vérifiera encore 
l'équation 

(12) F(a,6,y, ...)« = *(«,€, y,... )/(^, y, 5, ...), 
en posant 

F(a, 6,y, ...) 

On arriverait aux mêmes conclusions si, en attribuant à a?, v, 5, . . . 
des valeurs entières, et partant de la formule 

(i4) /(a:,y,5, ...)=(^yy' y* ...^ii**^^'**'''"*'"^^'''^^'^''^''''-^^^'^'**'^^ 
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on regardait la notation 

F(«,o,y, ...)/(^, /,-,...), 

comme généralement définie par l'équation 

IF(«,6,y, ..O/C*^»/. -» •••) 

Concevons maintenant que, dans la formule (5), on pose jx' = — ao, 
(x''=-Hx>, v'=— x>, v" = -Hoo, ... en sorte que, F(a, 6, ...) dési- 
gnant une fonction quelconque, l'expression 

F(a,6,...)/(^,y, ...) 
soit définie par la formule 

(i6) F(«, 6, ...)/(a:,y, ...) = (^^Y f^ f^ f^ '''e^^''^^^e^(r-'^y\../{ii, v, ...) F(«i, 61, ...)dadii.,. 
et posons, en outre, 

(17) CT(^,y, ...) = F(a,ê, ...)/{x,y, ...), 

on aura, en désignant par ^(a, ê, ...) une fonction quelconque de a, 
0, • • • , 

(18) 9(a,6,...)cy(x, v,...) = (^)'' r T ...e«<*-'«)»e^(J^-''J'...(p(ai,6i,...)cy(m,/i,...)e/arfm(/^rf«... 

(19) m{m,n, ...)=/^-Ly T T ...e«('«-ï*)ie«''-^)'...F(ai, Si, ...)/(|jl, v, ...)rfarffx<fê^...^ 
et, par suite. 

Mais on a encore 

( (^— V* r r ...e*'«(«-«)ie=t'»(5-^)i...e-*ï*'e-K..F(ai,6i,...)rf«rfm... 

(21) V^^/ c/_.c/_. 

( =e-''l*'e-^^...F(ai,6i, ...) 
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Donc, par suite, l'équation (20) donnera 

©(a, €.•..) ©(ar, y, ...) 

(22) I ={^y 1 I ...e«<'-ï*)i^<r-Oi...ç(ai, 6i,...)F(ai, 6i, ...)/(i^,v, ...)û^ûrrf|jLrf6rfv... 

= (p(a,6,...)F(a,6,...)/(^,r, ...)• 

Par conséquent, F(a, S, . . .), ç(a, 6, . . .), désignant deux fonctions 
quelconques de a, 6, . . ., l'équation (17), savoir 

('7) ©(^,y, . . .) = F(«, 6, . . .)/(x,y, . . .), 

entraînera toujours la suivante 

(1.8) 9(a, 6, .. . .) t!J(a:,7, . . .) = [?(«,^', • • .) F(a, 6. . . .)]/(œ,y, . . .). 

la fonction F(a, 6, . . .)/(^^y» • • •) étant supposée définie par la for- 
mule (16). 

§ IV. — Intégration des équations différentielles linéaires 
à coefficients constants. 

On a généralement 



(0 



/'*(e-i-9i)e'»+9i)trf5 






Gela posé, si l'on désigne par a un nombre fini, par t un nombre 
infiniment petit, et si l'on pose 



(2) 



1 a»'/e-^ ji) = P'-hO'i, 



(3) { 
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on trouvera, en prenant pour ^(x) une fonction entière de se, 

n 

/ at . . at\ 

/ at . . al\ 
ee/(Cos--isin \p p, p, Q, Q, 



OU, ce qui revient au même, 

r 

*(eH-ei)e<®+«î)'rf9 



(4) 



1/- 

I a«®'r/D P' P' \ . at (^ Q' Q' \ «n 



Or, quand e devient infiniment petit, le second membre de l'équa- 
tion (4) se présente sous la forme -> et reçoit effectivement une valeur 

* indéterminée. On peut même, quel que soit /, disposer de e de ma- 
nière à le faire évanouir, puisqu*il suffît de prendre 

(5) (^p + _ ^ - -+.. . . jsin - +(^Q ^ :^ -^ :£. +. . . jcos y =o, 
ou 

(6) tang— =— 



ï ~ „ P' P' 
P+T-^l^ 



et que l'on satisfait a l'équation (6) par une infinité de valeurs infini- 
ment petites de e (*). Généralement on tirera de l'équation (4), en 



(1) Nous avons supprimé ici une transformée des équations (5), (6) et, dans les for- 
mles (3), (4 
le manuscrit. 



mules (3), (4), (5), (6), nous avons restitué à Tare — le fiacteur / omis par erreur dans 



' 
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supposant que la lettre caractéristique $ désigne une fonction entière, 

(7) r**(e-hei)«ï»-ô')'e/ô = 2. 

Si Ton considérait l'intégrale (7) comme la limite de la suivante 



on trouverait une valeur nulle, au lieu d'une valeur indéterminée. Car 
on a généralement 

et, par suite, l'intégrale 

="«i-(r^-^)-'--[(r^)'-G-^)"] 

-«<"-^>-[(7^)"-(r^)"]-| 

sera composée de termes qui s'évanouiront tous pour e = o. 

On obtiendrait encore une valeur nulle pour l'intégrale (7), si on la 
considérait comme limite de l'une des suivantes 

(II) r e-'^^'^{S-^d\)e(^^''^'dd, 

r 



ou 



208 MÉMOIRE SUR LE CALCUL INTÉGRAL. 

* 

Enfin, si Ton désigne par <p(ô) une fonction entière de ô, Tintégrale 

(i3) y*%(e)>é/ô; 

considérée comme limite de Tune des suivantes 

(i4) r e-'^'<f(e)e^'''de, r e-^^'o{0)e^'^de, r*<p(0)eO«_^^^0, 

aura toujours une valeur nulle, et, par suite, il en sera de même de 

(i5) e^' r ^{B)e^''dQ=i r ^{Q)e^^^'^'dQ. 

Concevons, maintenant, qu'il s'agisse d'intégrer l'équation différen- 
tielle 

/ zîx A .du . d'^u 

( i6) Aott + A, ^ -f-. . .-h A„ -^ = G, 

de manière que Ton ait, pour ^ = o, 

du d} u d*^"^ u 

(17) u = u,, •57 = "!» 'dF'^"'* '"' -^ïï^r^"»-!' 
on fera 

(18) u=i r ve^^^'^'^dB, 

ç étant une fonction inconnue de 6, et 6 une constante arbitraire. En 
substituant la valeur précédente de u dans l'équation (16), et posant 

(19) F(0) = Ao-hA,e + A,0«-h...-4-A«e», 

on trouvera 

(Qo) r i> F(e ^- Q\)e^^^^)' de = o. 

Or, en vertu des principes ci-dessus établis, on vérifiera l'équa- 
tion (20), si l'on prend 

(Qi) (^F(e-f-0i) = (p(eH-âi), 

(f{oc) désignant une fonction entière quelconque de x. Par suite, la 
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formule (i 8) deviendra 
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(") 






(» + gi) ,ft^»». 



de. 



Si, dans cette dernière, on suppose la fonction 9(0;) du degré n — i, 
et si l'on désigne par 

(23) e„ 9„ ..., e,_, 

les racines de l'équation F(0) = o. on aura, en prenant pour une 
limite supérieure aux parties réelles de toutes ces racines et en vertu 
de l'équation (24) (§11), 

^"■-•^ a7:-F'(,ô,) F'(9.)* ^- " '^ F'(e„_,)'' ' 

la variable t étant considérée comme positive. La fonction <p étant 
arbitraire et du degré n — 1, il est clair que les fractions 

9(00^ ?(9.) <P(Ô._,) 



(aô) 



F'i9.)' F'(9,)' 



F'(9„-,) 



représentent n constantes arbitraires. Donc l'équation (24) fournit la 
valeur générale de u. Il reste à substituer aux quantités (26) les con- 
stantes arbitraires u,, u,, . ... «„_,. Or, les formules (17) donneront 



(a6) 



F'(9.) ^ 
'F'(5,)^ 



?(9.) y(0,_.) _ «. 

F'(9,)"*"---"^ F'(e„_,)~27r' 

?(9.) . 9(9,.-.) _ «, 



^' F'(ô,)^"» F'{e,)^---^'^' 



„-, 9i^n-t) _ U„ 



) "»-'F'(e,_,)- 2T 



On aura d'ailleurs, d'après la formule de Lagrange, 



,.fl._ (e-9.)(9-e.)...(e-e„-,) _,,^ 



(27) 



F(9)-F(e,) 



?(9,) 



F(9)-F(9,) 



o{9,)- 



(9-9,)F'(e,) ^^'•' ■ (e-9,)F'(ô,)' 

F(e)-F(e,) (p(e,) ^ F(e)-F(e, ) o(9,) 

ô-e, F(6,) 

OEuvres de C . — S. I, t. II. 



5-9, F'(Ô,) 



l 



{ 
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En développant le second membre de Téquation (27) suivant les 
puissances de 0, on obtiendra précisément le même développement qui 
résulterait de la fraction 

si Ton remplaçait ensuite les puissances successives de U, savoir 

US U«, V\ ..., U"-», 
par les quantités 

«•» «t, "î, ..., W«-l, 

déterminées à Taide des équations (26). On aura donc sous cette con- 
dition 

en sorte que la formule (22) donnera 



(3o) 



- , F( e + ei) — F(U) e(t»-H9n<rf9 
B-hôi) — V F(B-h9i)' 






En développant cette dernière formule suivant les puissances 
de U, on trouverait 

(31) ll = «oTo-hMtTi-hl/,T,-+-. .-M/„_iTn-,, 

T^, T,, ..., T„_, désignant des fonctions connues de /, représentées 
par des intégrales définies, savoir 

(32) < ' J— F(B4-{/i) 27:' 
Concevons à présent que Ton désigne par 

Vol/, V,W, ..., Vn-xU 
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des fonctions linéaires de la fonction u et de ses dérivées des divers 

ordres -^j -t^. t • • . en sorte que, %=. -r étant la caractéristique d'une 

dilférentiation relative à /, on ait, en adoptant les conventions du pa- 
ragraphe III, 

(33) V,«:=/,(«)«, V,«=/,(<x)w, ..., V„_, «=/,_,(«)«. 

On tirera des équations (32) 

Ut _r A.-H...+A„(e + ei)-'-« ^.^.^,^^;,,dy 

v.T. _r A,+...+A,(e4-eir-' gjw^^^..^^^ 



(3 



et de l'équation (3i) 

V,« =«,V,T, -l-a,V,T, -+-...+ a„_,V,T„-.„ 

V,« =«,V,T. -HM.V.T, -i-...-htt„_,V,T„-„ 
(3») < 

Cela posé, il deviendra facile de fixer la valeur de u, si Ton donne, 
au lieu des quantités 

la valeur de 

Vott correspondante à ^ = ^o» 

.... » 

En effet, il suffira, dans ce cas, de substituer, dans la formule (3i), 
à la place de u^, w,, ..., £/,_,, leurs valeurs déduites des équa- 
tions (35), dont les premiers membres se réduiront à des quantités 
constantes et les seconds membres à des fonctions linéaires des 



r 



\ 



\ 
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iLLcannues i/o» " • ^n-tf les coefficients étant représentés par 

des intégrales définies semblables à celles que fournissent les for- 
mules (34), quand on y pose / = t^. 

Nous avons, dans ce qui précède, supposé la variable / positive. Si 
<*lle devenait négative, il faudrait, pour retrouver la valeur générale 
(Ir «, remplacer dans l'équation (22) la constante arbitraire© par une 

litiÉite inférieure aux parties réelles des racines 6p, 6, 6^..,, puis. 

dans les formules (24) et (26), les quantités 

1/, I/o, 1/,, ..., tt«_, 

jiiir 

lîn conséquence, les équations (3o), (32), etc. conserveraient la 
uirme forme. Seulement y aurait changé de valeur. 

Il est bon de remarquer que, en vertu des conventions admises dans 
le paragraphe III, Téquation (16) peut être présentée sous la forme 

(36) F(a)M = o. 

Si Ton avait à résoudre l'équation 

t^7) F(a)£i=/(0, 

OU 

,io. A , du A ^"W ^, X 

(38) A.M + A.^-i-... + A,-j^z=/(f), 

il est clair qu'um; valeur particulière de u serait 



\ (39) u = 



F(a)' 



(tu, ce qui revient au même, 

nu bien encore, en remplaçant ai par a -l- ai, pliis écrivant S au lieu 
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de a et au lieu de a, on trouverait 

t étant renfermée entre les limites z\ t". Telle serait une valeur parti- 
culière de u. Il suffîrait ensuite de poser 

pour obtenir en v une équation entièrement semblable à l'équa- 
tion (i6). 

Il est facile de s'assurer que la formule (4i) résout l'équation (37)» 
dans le cas même où l'on pose t'= o, t"= /. Soit, en effet, 



on aura 



^rf9 ^ /rn c de 

F(e-+-ei) 



, • • • > 



:de 



et, par suite, 

+ î^[A,/(') + A,/'(<) +...+ A./<.-..(,)ljr' p^^^^ 

- f„tA./<0 *A./,„ ..... A./..-,„)/;!^±iiii' 

-t- 

\ H--[A,/(0]j_^ ^ p^e^ei) • 

Or, il est clair que, dans le second membre de l'équation (44)» les 
coefficients de 
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sont ce que deviennent les intégrales 

Ti, Tf» ...» T«— 1» 
pour / = o, c'est-à-dire, égaux aux nombres 

o, o, . . . , o. 

Quant au coefficient de/(/), c'est-à-dire à l'intégrale 






¥(WTW) ^^ 



_ j_ /"- F(e-h6'i) — F(o) de 

il est facile de s'assurer que sa valeur sera indépendante de la quan- 
tité 0; et, comme pour de très grandes valeurs de 6 on a sensiblement 

F(e-f-0i)~F(o) _ 
,F(e-f-ôi) ■"'' 

cette même intégrale se réduira sensiblement à 

_L r"— ^ — — r" ^^^ — ' 



9 

2 



pourvu que l'on se borne à calculer sa valeur principale, qui est effec- 
tivement la limite de 

De plus, comme on a généralement 

l'équation (44) donnera évidemment 

F(«)£/ = i/(0-^^/(0=/(0. 
Ainsi la valeur de u, déterminée par l'équation (43), satisfait à 
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l'équation (37). Si, d'ailleurs, on observe qne cette valeur de u s'éva- 
nouit pour / = o, on arrivera aux conclusions suivantes. 

Pour obtenir une valeur de u qui soit propre à vérifier l'équa- 
tion (37), quelle que soit la valeur de /, et les conditions (17) lors- 
qu'on pose / = o, il suffît de prendre 

(46) « = «.T.^u.T.-H..-^.,-.T,...-J^(^£ - F(e/ei) ' 

OU, ce qui revient au même, 

^^'^^ "==^j_J. e-^ôi-u F(e^ôi)'^j^ ¥{%^B\) r^ 

les puissances de U devant être remplacées par u^, a,, ..., w^_,, et 
devant être supérieur ou inférieur aux parties réelles de toutes les 
racines, suivant que la variable / est considérée comme positive ou 
négative. On peut encore présenter l'équation (47) sous la forme 






dB 



Il est important de remarquer que, dans l'intégrale double que 
renferme le second membre de l'équation (4i)» la fonction 



Fte4-0i) 



ne devient infinie pour aucune valeur réelle de 0, lorsque est une 
limite supérieure ou inférieure aux parties réelles de toutes les racines. 
Il n'en serait plus de même si ©devenait précisément égale à l'une des 
parties réelles dont il s'agit. Alors l'intégrale en question deviendrait 
indéterminée et la différence entre sa valeur générale et sa valeur prin- 
cipale serait un terme de la forme 



c désignant une constante arbitraire et ^^ une racine de l'équation 
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F(6) = o. Si les parties réelles de toutes les racines étaient égales 
entre elles et à 0, alors 

représenterait l'intégrale générale de Téquation 

(37) F(«)i/:=/(0. 

En se servant uniquement de la notation de M. Brisson, on peut 
trouver, de la manière suivante, l'intégrale générale de l'équation (37) 
sous la forme donnée par ce géomètre. 

Supposons l'expression 

F(a, 6,y, ...)f{x,y,z, ...), 
définie par l'équation (16) du paragraphe III, et soient toujours 

les racines de l'équation 

(49) F(Ô)=:o, 
on aura identiquement 

(50) F(a) = A„(a-9o)(a-^.)...(«-Vt)» 

et, par suite, u désignant une fonction quelconque de a:, on aura, en 
vertu des principes établis dans le paragraphe III, 

(5i) F(a)«r^[A„(a-^,)(«-^«)...(«-^»-i)](«-^o)«, 

ou, si l'on pose 

(52) (à-0o)" = »', 
on aura 

(53) F(«)// = A«(«-0,)(«-^î)...(«-0«-i)i'. 
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Par suite, on vérifiera l'équation 

(54) F(a)a=o, 

en prenant v = o, ou, ce qui revient au même, 

(55) (a — 0o)m = o. 

On prouvera également que l'équation (54) est vérifiée par toutes 
les valeurs de u propres à vérifier les suivantes 

(56) {(x — do)u = Oy (a — 9i)u = o, ..., (a — 9n-i)u = o. 

Donc, on la vérifiera encore si l'on prend pour u la somme des inté- 
grales générales des équations (56), c'est-à-dire 

( 57 ) u = Co eV -1- c, e^' H- ... -H c„_i e^— .', 

c^, Ca, ..., c„_t désignant n constantes arbitraires. 

Si l'on propose de résoudre, à la place de l'équation (54), la 
suivante 

(58) F(a)£i=/(0, 

il suffira de connaître une valeur particulière de u, telle que 



(0-9) a=iin.=2.rrt 



F(ôi) 



En ajoutant à cette valeur particulière de u le second membre de la 
formule (57), on obtiendra l'intégrale générale de l'équation (56). 
Observons maintenant que 



(601 ' - ' ' 1 ' '1 


I I 


^ ■ F(«) -F(0„) «-&, ' F'(9,)a-6, '•• 


• F'(5,,-.) «-ô„_, 


Donc 




(6.) /:/\ -..,'. -^('u..^., ^'^u.. 


• /") 



F(a) F'(6o)«-9. F'(ô,) a-Ô, ^•••^ F'(9„_,) «-9„- 

' JCuvrct de C. — S. I, t. 11. 28 
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De plus 



(62) 



a — Oo 



ôi-9p 






rintégration relative à / étant effectuée à partir de la limite qui fait 
évanouir Texponenlielle e~V, c'est-k-dire à partir de / = — 00 si la 
partie réelle de 60 est positive, et à partir de ^ = -+- xj dans le cas con- 
traire. On aura, par suite, en vertu des équations (Sg) et (t>i), 



(63 



^ '' = F^^^°'/^''V(0^^ + ...4- fT^j;;:;-/-^'/^^^^ 



Si à cette valeur de u, dans laquelle chaque intégrale est prise à 
partir de la limite —00 ou -hx>, on ajoute le second membre de Téqua- 
tion (57), on obtiendra une Valeur de la même forme, mais dans 
laquelle chaque signe / indiquera une intégration indéfinie. Cette 
nouvelle valeur sera l'intégrale générale de la formule (/>8). 

Si, en supposant toujours la notation 

F(a,6,y, ...)/(^, V, 5, ...)» 

définie par Téquation (16) du paragraphe III, on indique par les carac- 
téristiques 



(64) 



D.= 



dx 



'^'=r/ 



les dérivées d'une fonction de x,y, z, ... relatives à a-, v, s, . . ., et par 



(65) 



/(■r.y.;;. ...) 
F(I>,,D,, ...)' 
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l'intégrale générale de l'équation 

F(D,, D^, D„ . . .) " =f{^.y. 5, . .), 

dans le cas où F(a, 6, y, . . .) est une fonction entière de a, 6, y, . . ., on 
aura généralement dans le même cas 

(66) F( D^, JV, D„ . . 0/(^,7, 5, . . = F(a, 6, y, . . .)/(^.7, ^, • • O- 

Mais l'expression 

^^^^ F(«,6,y,...) 

ne sera qu'une valeur particulière de 



(68) 



F(D^,ny,D„ ...) 



Ces conventions étant admises, l'équation (58) pourra être présentée 
sous la forme 

(69) F(D,)i^=/(0. 

et l'on en conclura facilement 

^/«^ "-F(l),)~F'(9o)l>r-Ô.^---^F'(Ô„_,)D,-ô„_, 

Cette dernière équation ramène l'expression 

/(O 
F(D,) 
aux suivantes 

/(O /(<) AD 

c'est-à-dire qu'elle ramène l'intégrale générale de l'équation (69) à 
celles des équations 

(70 (D,-9j«=/(0, .... (D,-9„_,)«=/(0. 

ou, en d'autres termes, à celles des équations 

(72) ^^-e,u=/{t) ^_0„_,„=/(f). 



I 
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la formule 

(.4) « = c'Ç.(M....)^jx,7, ...)-H...-l-e'î-.<«.«-'<J/,„_,(x,/, ...). 

Si l'un ajoute au second membre de cette dernière une valeur parti- 
CHlirn- de u propre à vérifier l'équation (i), telle que 

... ■■_ /(-^>r.-= O 

^"^ "-F(«.6,y 5)' 

on trouvera, pour l'intégrale générale de l'équation (i), 

<•«) i +e'..-..M....,4,_(.,,. ...)+ ;:;;'f; [\ - 

La valeur correspondante de v serait 

"^' ! -^'- :'+-<" )^ ^2::si:::::^, ' 

|p dernier terme représentant l'intégrale 

^ . 2'rJ_.J_. F(«i,6i &i) 

Cela posé, il est facile de voir que les équations (7) donneront 

I /.(^.y. 5 ) 

= «'.?.(«.«,...) F.[«, €,..., (p.(«, 6, . . .)]<J/o(x,r, • . .)+. . . 

+ e'.?~-. '«.«,...) K,[«, 6 <5„,_,((r,6, ...)]^«-,(x,y, .. ) 

F,(a{, 6 B) f. ^ . , . 

= e'.9.(«.«,...) F, [«. 6 ?.(«, é, . . .)] t,(^, J, ...)+••• 

-+. e'. ?-.(«.«....) F,[a, ê, . . ., (?„.,(«. 6. • • ■)]^m-t(-r,y, ■■•) 

F.(«.6 6) 

^ F{a,S 5j/(-r, y. 5. ...,/,), 
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tandis que les équations (8) donneront 

/p(fX, V, ...) 

= e'.?o(«i,6i....) Fo[ai, 6i, . . . , ^«(«i, Si, . . 0] ^o(/^, v, ...)+.. . 
(2o) \ +<^'«'--'^"''*''--^Fo[«i.êi, ...,?m-i(«i,6i,...)]^,n-,(fi^,v, ...) 
_^ F.(ai.6i 9) .. ^ . 



Les équations (19), dans lesquelles a, 6, . . . représentent des carac- 
téristiques, serviront, en vertu des principes établis dans le para- 
graphe III, a déterminer les fonctions inconnues 

Les équations (20), dans lesquelles a, 6, .. ., (x, v, .. . (6 excepté) 
représentent de véritables quantités, serviront à déterminer, de la 
même manière, les fonctions inconnues 

^o(f^,V, ...), ^l(fA>V, ...), ..., ^;„_,(fX,V, ...), 

qui renfermeront, de plus, a, 6, y, — Le calcul sera le même dans 
les deux cas, et Ton retrouvera les mêmes résultats, soit que Ton 
substitue les valeurs de '^o(|^»v» •••)• 1^<(|^»^» •••)• ••• ^^"^ '^^ ^^^' 
mules (4) et (17), soit que Ton substitue les valeurs de^o(^»7» •••)» 
'h(^*y^ •••)• ••• dans la formule (16), pourvu toutefois que Ton se 
borne aux valeurs particulières de '|'o(^'7» •••)» ^i(^»7»*-»)' •••• 
déduites par l'élimination des équations (19)- 

Si, conformément aux conventions établies dans le paragraphe IV. 
on regarde la notation 

^ ^ F(I),,D^, ...,!),)' 

comme expliquant l'intégrale de 

(^2) F(D,, D,., . . ., I),)w =/(^,y, ^, . . ., 0, 



1 
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alors, en supposant 



^ ^ A A' 



on aura 

F(J)x,l>j, ...J)/) al)ar4-6IV-h...-+-XrD,-+-/ 

Cette dernière formule ramène l'intégration de Téquation (22) à 
celles des équations de la forme 

(25) («Dx-+- ^D^-^. ..-hX'D,-h/)w=/(j:, r, 5, . . ., /). 

Supposons, par exemple, que F(a, S) soit une fonction homogène 
de a et 6 du degré m, en sorte qu'on ait 

F(«.6) = 6".f(|,.)=:A„.6'«(|-.,)(|-ô.)...(|-9„..) 
= A„ («-0.6)(«-ô,ê)...(«-ô,„_,6), 

on trouvera, en posant F(|' ')~*(I)' 

I Il I I 

F(«. 6) - WlX) « - 5,6 "*"••• ^ ^'(^im-x ) « - Ôm-|ê' 

et, par suite, l'intégrale de l'équation 

(a6) ¥(n^,Hy)u=f{x,y) 

sera 

"-F(D„1),) 
(''7) { 

i ' /(f, y) I /(^.j) 1 f(-^ty) 

\ -Wîfi^) D,-&,l)y "^ 4»'(f/,) D,-&,D,. "^-"^ *'(&,„_,) D,-9„_,Dy' 

En général, si F(a,6, Yf •••. ®) se décompose en plusieurs facteurs 
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du premier degré, ou de la forme 

alors, en posant 



•225 



(28) 

on trouvera 



-^ — ?(«>o, y, .. .,e/). 



F(«,ê,y, ...,9) 



(29) 



et, par suite, l'intégrale générale de l'équation 

(3o) F(D„D^,D„...,D,)a=/(a:,7,:;, ...,0 

sera 



a(x-^b^-^..,-\-kQ-\-l 



-F(D,,Dy, ...,D,) 



(3i) 



f^x,y,z, ....0 



(aD,-^ 6D^^...^ ^D,+ /) 9|^- (^D^-^ £d^^...^ ^D,-^ ^j, D^, D„ ..., I), 
et se trouvera ramenée à celle des équations de la forme 

On peut aussi, dans cette hypothèse, présenter l'équation (3o) sous 
la forme 



(33) 



( A^(aD;,-+- 6Dj.4-. . . -h ArD,-^ /)(a'D^^ ^'D^-h. . . 4- A^'D,^ /'). . .w 



et l'on en conclut 

A;n(«'D:,-+- 6'Dj.-^. . .-+- Ar'D<4- r)(a'D,-H. . .-H ^^D,^ T). . .tt 

OEuvrf de C — S, I, t. II. 29 



r^'' 
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Par suite, si Ton fait 

c'est-à-dire, si Ton intègre une équation aux différences partielles du 
premier ordre, on n'aura plus qu'à résoudre l'équation 

(35) A,„(a'D;,4-. . .-h ^'D,-+- /')(a''l)^-+- . . .-+- ^ D,-+- T). . . m = r, 

dont le second membre est censé connu, et qui se trouve réduite à 
l'ordre m — i. Or, on tirera de celle-ci, en posant 

(36) 



la nouvelle équation 

(37) A,„(aM)^-h6''l)^-^...4-rD,-hr)...£i = «v, 

qui est de l'ordre /n — 2 seulement; etc., et, si tous les facteurs sont 
du premier degré, comme on l'a supposé, on finira par intégrer com- 
plètement l'équation (33). 
Si l'on supposait 

(38) ¥{a, 6, y, . . . ) = 9(a, 6. y, . . .) x(«, S, y, ...)... , 
on ferait dépendre l'intégration de l'équation 

(39) F(l)x, D^, D„ . . .)'^ =/(^,7, 5. . . .), 
de celle d'une suite d'équations de la forme 

{ cp(D;e, Dr^Dx, ...)^' —f{oc,y,z, ...), 



Lorsque F(a, 6, y, . . .) désigne, non plus une fonction entière, mais 
une fonction quelconque de a, 6, y, ..., on peut toujours satisfaire à 
l'équation linéaire 

(40 F(a,6,y, . . .)" =/(^, v, 5, ...), 
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en posant 

Mais ce n'est là qu'une valeur particulière de u. Pour obtenir la 
valeur générale de w, il faut ajouter, au second membre de l'équa- 
tion (42), l'intégrale générale de 

(43) F(a,6,y, ...)« = o. 

Or, soit 

(44) F(a,6,y, . . .) = ?(«, o, y, , . .)x{ci,S,y, ...), 

et posons 

(45) x(«'^'y. ...)ti = i^, 

on aura, en vertu des principes établis à la fin du paragraphe III, 

(46) F(a, ê,y, ...)" = <?(«, 6, y, ...)<% 

et, par suite, on satisfera à l'équation (43), non seulement en posant 
M = o, mais encore en posant (; = o ou 

(47) X(«»^»7» ...)" = o. 
% 

Ainsi, y (a, S, y, . . .) étant un facteur quelconque de F(a, 6, y» • • •)» 
la valeur la plus générale de w, qui vérifiera la formule (47)» vérifiera 
aussi l'équation (43). Donc, par suite, on pourra prendre pour i/, 
dans l'équation (43), la somme des intégrales générales qu'on déduit 
de l'équation (47)» ^n substituant successivement à / (a, 6, y, . . .) tous 
les facteurs possibles de F(a, 6, y, . . .). 

Si l'équation 

(48) F(«,6,y, ...,ô) = o, 
étant résolue par rapport à 0, donne les valeurs 

(49) (9o=(po(a,6, ...)» ^, = 9,(a,6, ...), ...» ^//,-i= 9m-i («>€,.. .), 



r 
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on yôrifiera Téquation (43) en prenant pour u la somme des intégrales 
générales des équations 



(S^) 



ou 



, [Ô — 9o (a, 6, y, ...)]'/ = o, 
[0 — cpi (a, 6,-/, ...)]w = o, 

9 

[0 — 9^_,(a, 6, y, ...)]w~o, 
du 



<50 

Or, si l'on pose 
Lnj aura évidemment 



dt 



= ?o (a, s, y, ...)"» 






£/ = e?'?o(«.6,Y,...)^^(j:,^, ...), 



Donc, la première des équations (5i) sera vérifiée. En raisonnant 
di* même pour les suivantes, puis, réunissant les diverses valeurs de u, 
on n ^trouvera 

cVst-à-dire la formule (i4)« Du reste, il paraît difticile de démontrer 
on toute rigueur que la valeur de w, donnée par l'équation (52), est 
i'intifgrale générale de la formule (43). 

Umtmons maintenant aux équations (19), et faisons, pour abréger, 

t (a, o, . . ., y} 



puis, écrivons simplement ç», çp,, ..., au lieu de <f„(x,S, .. .), 
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Çi(a, S, ...), ...; les équations (19) deviendront 

/ e'o?o Fo(a, 6, ..., 90) +o(^,y, ...) 4-. ..-h e'o?—. Fo(a, 6, ..., ©;„_,) ^,;,_, (j:,/, ...) = fo(^,y, —), 
(54) \ e'.?.. F, (a, 6, ..., 90) 'J^oC^,/, ...) -+■ ...4- e'.?-.-. Fj(a, 6, ..., <p;„_,) ^„,^^(x,y, ...) = ri(^»y* •-!» 

Pour obtenir les valeurs générales de 

propres à vérifier ces dernières, il suffît de calculer leurs valeurs parti- 
culières, en opérant comme si, dans les équations (54), toutes les 
lettres représentaient des quantités véritables, puis de joindre à ces 
valeurs particulières les valeurs générales propres à résoudre les 
équations 

/ e'o?oFo(a, 6, ...,9o)'J'o(«^,y. ...)4--..H-«'-^— »Fo(a,ê, . . ., <p,„-,)4^,„_,(a:,7, ...) = f*, 
(55) ^ e'.?«Ft(a,6, ..., 90)^0(^*7, . . . ) H- • • • -+- e'.?—! F, ( a, 6, . . ., 9,„_,)^,n-t(^»7, ...) = «. 

Si Ton élimine entre ces dernières ^^ ^'2» •••» 4''»-i» on obtiendra 
une nouvelle équation de la forme 

(56) cj(a, 6,y, . . .)4'o('^»y» -» ...) = o. 

CT(a, 6, y, ...) désignant le dénominateur commun des valeurs parti- 
culières de '|,,(a:,7,5, ...), ^,(0^,7, s, . .,) ^m-i(^t7» 5, . ..), 

déduites par l'élimination des équations (54). Cela posé, on cher- 
chera la valeur générale de '^^^(x^y.z, ,..), propre à résoudre l'équa- 
tion (56), k l'aide de la méthode indiquée pour la solution de l'équa- 
tion (43), puis on la combinera avec des valeurs de ^,(07,7, s, ...), 
'^^(a?,/, 5, ...), ..., "^m-ii^^y* ^» •••)• déduites des équations 

/ ©(a, 6^,y, ...)^i (^fyyZf ...) = o, 

(57) ' 

( w(a,^, y, ..0+/n-i('a:,J, -, ...) = o, 

de manière que les équations (55) soient toujours satisfaites. On 
pourrait aussi substituer chaque valeur de ^^,(^,y, s, ...) dans les 



« 
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équations (55) pour en déduire les valeurs correspondantes de 
'\f, (x,y, . . .), '^2(^. V, ...)••••» '^^m-i (^tj. . . .)• 

Exemple I. — Résoudre l'équation 

i\v manière que Ton ait pour t = z^, 
pour t = t^. 

Solution. — L'équation (58) se réduit k 
(59) [ô'4- (m H- /i)a6-+- mno(}]u = 0. 

Or, de la formule 

ou 

(0H-/wa)(Ô-h/ia) = o, 

on tire les valeurs suivantes de 

ô = — ma, 9 HT — noL, 
Donc, par suite. 

En outre, les conditions prescrites donneront 
et Ton en conclura 
fT(a) étant déterminé parla formule 



MEMOIRE SUR LE CALCUL INTEGRAL. 231 

Par suite, en posant 

(64) {m^n)(l^—to) = k, 

on trouvera 

( (e**-i)^o(^) = ef"»'o-^*)«/o(a:)-he'«'.Vi(-^)» 



gka 

(66) ; 

^i\^)— in 



e"* — I 



et l'on devra joindre, à ces valeurs particulières, les valeurs générales 
de 4'o(^»y)» ^i(^»7) tirées des équations 

(67) 

Or, ces dernières donnent 

cy(«)+o(^) = o, 
ou 

ou, ce qui revient au même, 

(68) Ai|;o(^) = o, 

Ax étant égal à i. Donc 

(69) ^j^) = ^^cos-jp-,sm-y-j. 

De plus, on tirera de la première des équations (67) 
Si, pour plus de simplicité, on écrit 

{70) +.(..) =9(^^} 



ii 



Cela posé, les valeurs particulières de '^o(^)» ^i (^) seront < 
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on trouvera 



(70 








4'«(*) = 9( — 


1^ y 




Lorsque 














(7^) 








du 






doivent se 


rédu 


re à 










(73) 


/.(^. 


J. •• 


•), 


M^,y,---), 


..., /m-l(^,/, . 


..), 



pour / = o, les équations (55) deviennent 

?o(«»^» .-O+oC-^O'» ...)4-9i(a,6, ...)+i(^,r, ...)-H... 

-H[9«.-i(a, ê, ...)]^+m-i(^,r, ...) = o, 

••••• • • » 

[?o(«» ^, . . .)]"•-» +o(^,r. . . .) + [?t(«» 6, . . or-» +,(^,7, . . .) -^- . . 

-4- [?«,-, (a, 6, ...)]'""* ^m-i(^, y, ...) = o. 

Or, en éliminant \,{x,y,...), ^2(^,7,...) '|m-i(^, J, .. •)» 

on tire des équations (74) 

(7^) (9o-?i)(9o— ?t)...(?o— Ç/n-O^oC*^,/» ...) = o. 

Soient d'ailleurs 

(76) « = xo(^>y> .••)» a = xi(^»y» •••)» 

* les valeurs de a déduites des équations 

r ?o(«. ^»y. •••)— 9i(«,^,y, ...) = o» 



(77) 

( ?o(a, S,7, ...) — 9m-i(a, ê,y, ...) = o, 



on trouvera pour la valeur générale de ^o(a:,j, 5, ...) déduite de 
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l'équation (73) 

«o> »it ... indiquant de nouvelles fonctions arbitraires. Des valeurs 
correspondantes, mais particulières, de 4'i(^>J» •••)• 'j'aC^»^» •••)» ••• 
tirées des équations (74)1 seront 

^.(x,r.^. •■•)=- !;'-;'i!;°-y;-!;'-;-"-i q^.(w.^>-). 

(?i— ?i)i?i— 93)--.(9i — 9/«-i) 

(79) { i?t— 9l)(?i— 98)...(?t— ?/n-i) 

» 

A, (^ y . s_ (y.- ?.)(?.-?.)• ••(9.-?».-.) X (^ V - t 

(9'«-i--9i)^9«-i — 9j)- ••(9//I-1— 9//*-i) 
et la valeur correspondante de u donnée par la formule (Sq) deviendra 

^ ^ L (9i-9«)(9i-93)--.(9i-9.«-i) J^' ^ 

Si, dans cette dernière, on substitue à la place de ^o(x,y, 5, ...) 
un terme de la forme 

a = /^o(^»T» ...) étant Tune des racines des équations (77), on 
obtiendra un résultat nul. Donc la valeur de w, donnée par la for- 
mule (80), se réduira tout entière à zéro. 

Si, au lieu des valeurs particulières de ^, (or, j, ...), ^^(a?,^, ...), ..., 
on voulait employer leurs valeurs générales, il faudrait ajouter à la 
valeur de u, donnée par l'équation (80), celle qu'on obtiendrait en 
posant dans l'équation (32) 

+o(^>7>-> ...)=o, 
c'est-à-dire en posant 

puis déterminant 

^d^yfy^f ...)» •••» "^m-ii^r.y.s, ...), 
OF.uvres de C. — S. I, l. H. 3o 



(8i) 
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à Taide des équations 

^l(j:,y,-, ...)-H...-H+m-i(^,y,5, ...) = 0, 

9, (a, 6, ...)+i(J^,y, «, ...)-H...H-?m-i(a,€, . . O'J'm-iC^, v, ...) = o, 

» 

[cp,(a,€, ...)]'"'"*+i(^,r,^, ...)-H...-h[9m-i(«,6, ...)]'""' +m-i(^»r» ...) = o. 

On se trouvera ainsi ramené au cas oii l'équation linéaire en u serait 
de l'ordre m — i relativement h /, et de la forme 

Par conséquent, une seule valeur de u sera propre à vérifier l'équa- 
tion 

(83) (ô-.<p^)(ô-ç,)...(0-ç,„.,),,,^o, 

de manière que 

du 



W, -T7> •••! 



se réduisent à des fonctions données de x, y^ z, ..., pour / = o, si 
une seule valeur de u est propre à vérifier l'équation (82), avec la con- 
dition que 

du ô"*-^ii 

se réduisent à des fonctions donaées, ou bien à des valeurs nulles 
pour / = o. En continuant de la même manière, on prouvera qu'une 
seule valeur de u peut vérifier l'intégrale (83) avec les conditions 
prescrites, si une seule valeur de u peut vérifier une équation de la 
forme 

m) (9-9o)^/ = o, 

de manière à s'évanouir pour / = o. Or, on aura, dans ce cas, 
(85) i/=re'?o(«'«'r....)^j^,-^, .,...), 

et l'équation de condition donnera 

4'o(-^»J»-» ...) = o 
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et, par suite, 

(86) u=:o. 

Telle est la seule valeur de w, propre à vérifier Téquation (85) avec 
la condition requise. Par conséquent, une seule valeur de u vérifiera 
Téquation (83) avec les conditions prescrites. Donc, par suite, une 
seule valeur de w pourra vérifier l'équation (4i)» supposée de Tordre m 
par rapport à /, de nianière que 

du 



"» 37' 



se réduisent à des fonctions données 

pour / = o. Donc l'équation (/|), après que l'on aura déterminé i^ de 
manière à remplir les conditions prescrites, sera l'intégrale générale 
de la formule (i). 

Exemple IL — Intégrer l'équation 

relative au mouvement d'une corde tendue, de manière que l'on ait, 
pour / = o, 

(88) p^=o et z=/{x). 

Solution. — On trouvera 

il _"i 

s = e'" '^^(x) -\- e '"4'i(^)» 

q/o(.r)-i-q/,(a:)=/(.x), 
4,,(.r)=q/,(x) = ^/(.r). 



IW MÉMOIRE SUR LE CALCUL INTÉGRAL. 

Nota. — La solution précédente suppose la fonction f{x) connue 
;îu premier instarrt pour toutes les valeurs de x. 

Concevons maintenant que les conditions (88) doivent être remplies 
si^ulement entre les limites a? = o, j?==a, et que de plus z doive 
s'évanouir aux deux limites, quel que soit /; on aura 

o — e"'^'^ O/oC^) 4- ^-'«®« +i(0» 

On satisfait à la dernière équation, en posant 

mda=:± /iTri, 
n étant un entier quelconque. Donc, par suite, on aura 

rt, pour / = o. 



Pour que -^ s'évanouisse alors quel que soit x^ il faudra que Ton 
ait c, = Cq. Donc, par suite. 



(9'>) 



ri r /efLZLLl — wu/I N / wurl — nTC.rl \~| 

5 = o[cV " 4-6' " jl^e " — e " )\ 



A étant égal à 4^i- 

Il ne reete plus qu'à déterminerles coefficients A, de manière que 
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Ton ait, pour / = o, s =i f(^x)^ c'est-à-dire 

(91) /(.r)=: V (Asin l=iAo4-A|Sin h A, sm h..., 

pour toutes les valeurs de x comprises entre a; = o et a? = a. 

Exemple III . — Intégrer Téquation 

d^u d^u d^u 



(9^) 




d^'--^dy*^ dz^-""' 


de manière que Ton 


ait, 


pour z = h, 
du 


pour 5 = 0, 




du d^ u 


pour 5 = et / = 0, 








u : 


= ° «^ Tt=-^^'''^^ 



Solution. — On trouvera, en mettant a?, 7, z en évidence. 



(93) u = e-^>^^^*^,{x,y)-he-'^>^^^^^,{x,y), 



(94) o = v/a*-+-6*[e'^'*^*^^ij;o(a:,y) — e-'^i*^*^^ij;,(x, V)]. 

Soient 



e'^'^>^^^'^,(x,y)^e-^'^>/^^-^^,{x,y) = uy,{x,y), 
Téquation (94) deviendra 



(96) V^ôë*-i-6*roj(a7, v) =0, 

et Ton aura 



i 



<\>t(x,r) = e'"'''*^' [cJ,{a:,/)-BT,(a^,y)]. 



(98) 



238 MÉMOIRE SUR LE CALCUL INTÉGRAL. 

Or, on tire de Téquation (96), a* -h 6^ étant égal au produit 
(a — 6i)(a-i-6i), 

Cela posé, la valeur de u deviendra 

(97) i 



et la seconde condition donnera 
Si Ton fait, pour abréger, h^ = o, «, = o, et de plus 



d 



V/a«-hê«=>, ^=^» Wo(^.y) = *'» 



. gAU^a'-^C' ^ hWa^-h^* 



l'équation (98) deviendra 

(99) [^«(e''^i-+- c->^^i) -h ^X î(^'^^»— e-^^«)] r = o, 

et l'on en tirera, en mettant / en évidence, 

Par suite, la dernière condition donnera 

(«?'^^*-+- ^"''^*)[Xo(^»^) -»- Xi(^>7)] = o» 



Or, on vérifie les équations (loi) en prenant 
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Alors Téquation (loo) deviendra 



^(^(A-S)Xi^,^-(A-S)Xi)(^|l/i_^-{t£i) 






Telle est effectivement la valeur de w, trouvée dans la théorie des 
ondes. 



§ VI. — Sur la détermination des fonctions arbitraires que comportent 
des intégrales générales des équations linéaires aux différences par- 
tielles et à coefficients constants. 

Conservons les notations du paragraphe précédent ; soit 

(I ) F( a. 6, y, . . . , 0) £/ =f{x, y,z,.,,,l) 

une équation linéaire donnée, de l'ordre m par rapport à /, et dési- 
gnons par 

(2) ?o(a»S>y> ••.)> ?i(a»o»y, ...)» .••. 9;„-,(a,6,y, ...) 
les m valeurs de ô, déduites de la formule 

(3) F(a,6,y, ...,e) = o, 

l'intégrale générale de l'équation (i) sera 

4'o(^»7j ^» •••)» •••• ^m-i(^» J»5» •••) désignant les fonctions arbi- 
traires. 

Supposons maintenant que Ton doive avoir 

/ Pour t = t^, Fo{a, 6, y, ..., ô)« =1/0(^,7, s, ...)» 

I » l — ti, F,(a,6,y, ...,0)«=/,(^,/,5, ...), 

I » , » 

[ » ^ = /^_„ F,„-,(a,6,y, ...,0)£/=/„_,(j7,j, z, ...), 
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les fonctions arbitraires se trouveront alors déterminées par les équa- 
tions (19) du paragraphe précédent et ne pourront l'être que d'une 
seule manière, si les conditions (5) exigent seulement que l'on ait, 
pour/ = /ot 

du d"*~*M 

(6) w=/o(x,y, ...), -^^fxi^fyf "'). -M ^^.n-i -/m-t(^>V> >>0- 
Toutefois, cette dernière conclusion suppose que 

(7) /o(^,/, •..)• /i(^,y, ...), ..., /m-i(^,r, ...) 

isont connues pour toutes les valeurs possibles de x, j, — Or, il peut 
arriver, comme dans le problème des cordes vibrantes, que les fonc- 
tions (6) soient données a priori seulement pour certaines valeurs 
dea;, j, 5, ... comprises entre certaines limites, et doivent être pro- 
longées hors de ces limites, à l'aide de nouvelles conditions. Par 
exemple, dans le cas où x, v, 5, ... représentent des coordonnées, il 
peut arriver que des fonctions de la forme 

soient connues pour tous les points compris dans une longueur, dans 
une surface, ou dans un volume donné. Alors on pourra représenter la 
variable principale par des sommes d'exponentielles, respectivement 
multipliées par des constantes arbitraires, et il ne restera plus qu'à 
déterminer ces constantes de manière qu'entre les limites données les 
fonctions (6) prennent les valeurs qu'elles doivent avoir. C'est ce qui 
arrivera, par exemple, dans le problème des cordes vibrantes, si l'on 
fixe la valeur de z par le moyen do l'équation (90) du paragraphe V. 
Mais on pourrait aussi résoudre les questions proposées en exprimant 
la variable principale à l'aide des fonctit^ns initiales, sauf à prolonger 
ensuite ces fonctions hors des limites primitives, en recourant, pour y 
parvenir, aux conditions supplémentaires. Ainsi, par exemple, si, 
dans le problème des cordes vibrantes, on représente par 
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la valeur initiale de s, on trouvera, pour l'intégrale de 

déterminée de manière que l'on ait à la fois 

dz 
(9) ^ = 0, 5=/„(x), 57=^' 

on trouvera, dis-je, 

(,o) .•=1[/,(.^1)^/.(._1)]. 

Or, la fonction /o(^), qui détermine la forme initiale de la corde, 
est censée connue seulement entre les limites 

(il) xr=o, X'=a; 

mais, pour la prolonger hors de ces limite?, il suffit d'admettre que 
les valeurs de s correspondant aux valeurs précédentes de x sont 
toujours nulles, c'est-k-dire que l'on a, quel que soit t. 



■^•('■-^i)+/'('--^)=»' 



et, par conséquent, quel que soit a?, 

(la) /o(^)-f-/o(— x) = o, /^(a-|-^)-h/o(a — x)=io. 

Si, dans la seconde des équations (12), on remplace x par a? -h a, 
on en tirera 

/o(x4-2a)=~/o(— jr)=/o(x). 

Donc, par suite, 

/o(^)=/o(^-4-2a)=/o(a?-+-4a)=... 
=/o(^ — 2a)=/o(a? — 4a)=..., 

et de plus 

/o(x -h a) = /o(x 4- 3a) =/o(a: H- 5a) =. . . 
OEwret de C. — S. I, t. II. 3l 



\ 



r 

J 
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Cela posé, soit |'(j:) la valeur donnée de/, (a;) entre les limites x = o, 
.r = a. On aura, en vertu des équations qui précèdent. 



/.(^)= r(-r) 



/.(j;)= — f(2a — x) 



('3) / 



/«(•r)=— t'(4«-J?) 



Mx)z= \-(x-ia) 



entre les limites 



i ■^ = « / 
/ X =: Çia s 

i X =:ia I 
I j: = 3a \ 
i X =z3a I 
( X ^=L l\a ) 
( x=i:4a I 
i jT = 5a \ 



On trouvera, au contraire 



li4) J 



M^)=- 


-f(- 


-X) 


A{-r) = 


f(j:-(-2«) 


• 


-f(- 


-aa — x) 


M^) = 


f(>r-H4«) 


Mx)=- 


-f(- 


-4a — j?) 



entre les limites 


( xz=o 




1 j" = — a 




( X = — a 


» 


( X ==-- aa 




( J7=— 2a 









0* = — - 3a 




( xz= — 3a 


» 


j 




f jr=:;— -4a 




( X z=— 4a 


» 


/ x= — oa 


» 





Par conséquent, la valeur générale de/o(a?) sera donnée par l'équa- 
tion 



(là) 



^/o(^)=: Aot'(j^) —\i({2a — x)-h\i({x — 2a) — .. 



/ 



— Bo|'(— x)-hB, ('(.r-haa) - B, f( - 2a — jt) -f- . . ., 
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si Ton désigne par A„ un coefficient qui se réduise à Tunité entre les 
limites a? = /ia, a? = (/i -h i)a, et soit toujours nul hors de ces limites; 
et par B„ un coefficient qui se réduise à l'unité, entre les limites 
a? = — na, a? = — (/i 4- i)a, en restant toujours nul hors de ces 
limites. Or, on satisfera aux conditions requises, si Ton prend 

(«6) Anm -\-? -^ > 

2 ysj(x — naY v^f(/i-hi)a — xpj 

et 

On peut encore supposer 

A«= — / / e^^'-V-y^dudoL, 

ou, ce qui revient au même, 

X„=^ r f e^^'"'<'-V-y'd[LdoL, 
Bn=— f f e*(*^«+>«-ï*)»é/fjL^«. 

Si Ton a égard à ces dernières formules, l'équation (i5) donnera 
f ^ r r e*<^-ï^J»[e««»f'(— 37) — ^»«*»f(;r -h 2a) -f- «»*»*'('(— 2ûr — ^)—...]£/|jL< 



(i8) 



('9) ; 



Si l'on suppose, par exemple, 
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on trouvera, comme on devait s'y attendre. 



/o(^) = sm — . 



Au lieu d'employer la formule (î5), on pourrait recourir aux consi- 
dérations suivantes : 

En vertu du théorème de M. Fourier, les intégrales 

sont respectivement égales aux fonctions 

entre les valeurs de x qui correspondent aux limites de la variable (jl, 
et toujours nulles hors de ces limites. Par suite, la somme 

(aï) Aof(^) — A, f(aa — jt) -+- A, CCx — aa) 4-. . . 

est équivalente à 

ou, ce qui revient au même, à 

î- r r e*('-^l*)'(^-««*'H-y)e-*«*i-+-...)f(fjL)û^{A^a 

("23) l "^ .-. 

7] désignant un nombre qui diffère infiniment peu de l'unité. On 
prouvera de même que la somme 

- Bo tX~ X) H- B, |'(x -f- aa) - B, f(- aa — ^) -+- . . . 
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est équivalente à 



2fô 



(î4) 



— j r e»<*-l*"f(/n-!Ja)</j:*f/«+... , 



OU, ce qui revient au même, à 

■— f f e«f'+l»"(ir1-ïlc»««' + ...)f(H)rfMrf« 



(23) / 






^(|t-a)ai g(a-|t)ai 



(26) 



Par suite, la valeur générale cie/o(^) deviendra 
Or, I — Y] étant infiniment petit, le rapport 



I — m 



I — 2nC0S2a(X H- Y)* 



n'aura de valeurs sensibles que pour des valeurs de a a équivalentes à 
des multiples de la circonférence. On peut donc, dans l'équation (26), 
remplacer sin([jL — 2a)a par sinjjia, et réduire cette équation à 



(27) 



A(x)z= / / 2 f- — 'f(u.)du.cix 



=Wfy' 



sinax sina/JL 



1 — TO 



(i — Yî cos 2 aa )'-+-(?] sinaaa) 



-({lj.)dixdu. 
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Observons maintenant que, si Ton désigne par e un nombre très 
petit, on aura (n étant un nombre entier quelconque) 



l>8) 



/ rr : : -i SltïOLX SIÏKXU. doL 

J^^ (I — - yîCOS'iaa)*H- (rj sinaaa)* ^ 

n • 

= siii sm — !- / — ; -T^a. 



Si maintenant on fait aa = /n: -f- -(i — t))6, le second membre de 
Téquation (28) deviendra 



ISLl 
i-tj 



I . ntix , niiLL C 

— sm sm — - I 

2a a « J ,,, I 



é/6 



6* 

et se rçduira, pour y] = 1 , à 

TT . m:x . nizu. 

— sm sm — *-• 

2a a a 

Cela posé, il est aisé de voir qu'on tirera de la formule (27) 
(39) /oW = âr*""â" / sin-^t(fz)e//x-+-sin-^ / sm-^t(f^)é/fxH-... L 
Hn peut vérifier directement la formule (129). En effet, si l'on pose 

(3o) /o(x)=iCo-l-c, sm h c, sm i-...-f-c«sm h. . ., 

on en conclura, en multipliant les deux membres par 

. m:x 

sm ) 

a 

puis intégrant entre les limites x = o, x = a, 

/ /o(^)sin dx = Cn I (siii j dx 

/*"/ 1 ■ I 2/irj;\ , a 

— Cnl COS W/J? = - Cn. 
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Donc 

En général, lorsque à l'aide des conditions prescrites on aura pro- 
longé les fonctions initiales hors des limites entre lesquelles leurs 
valeurs étaient connues, les valeurs des fonctions ainsi prolongées 
se trouveront représentées par des expressions différentes, suivant 
qu'elles correspondront à tels ou tels systèmes de valeurs de a?, j, 
5, .... Si, pour fixer les idées, x, y, z, désignent des coordonnées 
rectangulaires, une fonction initiale de la forme /o(^) se trouvera 
successivement représentée par des expressions diverses, suivant que 
le point correspondant à l'abscisse x appartiendra à telle ou telle por- 
tion de l'axe des a?; une fonction initiale de la forme /©(a?, v) se trou- 
vera représentée par des expressions diverses, suivant que le point 
(x,y) se trouvera compris dans telle ou telle portion du plan des x,y; 
enfin, une fonction initiale de la (orme /^^(x, y, z) sera représentée par 
des expressions diverses, selon que le point (x,y, z) appartiendra à 
tel ou tel volume compris dans telle ou telle enveloppe extérieure. Cela 
posé, pour obtenir les expressions general.es de 

correspondant à toutes les valeurs possibles de a?, j, 5, . .., il suffira 
évidemment de transformer chaque expression particulière en une 
autre, qui ait précisément la même valeur dans les limites prescrites, 
mais qui devienne constamment nulle, hors de ces limites; puis de 
faire la somme de toutes les expressions nouvelles ainsi obtenues. Or, 
la formule de M. Fourier. et une formule semblable que j'ai donnée 
dans le XIX*" Cahier du Journal de l* École Polytechnique fournissent le 
moyen de résoudre complètement les problèmes de ce genre. C'est ce 
que nous allons faire voir en peu de mots. 

Problème I. — Trouver une /onction ^(x) qui soit constamment 
égale à 
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entre les limites j; = a, x = f^ a, et constamment nulle hors de ces 
' limites. 

Solution. — Il suffira de prendre 

(3i) <p(^)= Jj^y y*e«c-|t)i/(^)rf^^a. 

Si, dans cette formule, on pose 

fjL = a -+- (6 — a)m^ 
elle donnera 

(32) 9(x) = — I 1 e*J'-«-ï^-«î'«iJ/(a-i-6 — a.m)(6 — a)flfmflfa. 

Ainsi l'intégrale relative à (x, qui était prise entre les limites (x = a, 
(x = 6, se trouve remplacée par une autre intégrale prise entre les 
limites m = o, m = i . 

Problème II. — Trouver une fonction ^(x) qui soit constamment égale 
à f{x) entre les limites déterminées par les deux équations 

f(a:) = o, F(a:) = o, 
et constamment nulle hors de ces limites. 
Solution. ■— Il suffira de prendre 

(33) (^(X) = -^J J ^«lmK(xK(l-m)f(ar))y(M) ^1" p^^) _ |-(^^]l ^^ ^^^ 

M étant une fonction de m, déterminée par l'équation 

(34) mF(M)-f-(i — m)f(M)=o. 
Si Ton pose, dans l'équation (33), 

((x):=:x — a, F{x)=ix — b, 
on retrouvera la formule (32). 
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Problème III. — Trouver une fonction ^(oo^y) qui soit constamment 
égale à ((œ^y) entre les limites 

\ y = F{x) )' } x = b )' 

et constamment nulle hors de ces limites. 
Solution. — Il suffira de prendre 

( v=rF(fx), lJ-=^b, a --=-+- 00, 6=:-i-oo ) 

Cette formule se démontre avec la même facilité que celle de 
M. Fourier dans le cas de plusieurs variables. 

Problème IV. — Trouver une fonction ^(x^y) qui soit constamment 
égale àf(x,y) entre les limites déterminées par les équations 

f(j;,7)=:0, xzzia ou fo(j7)zz:0, 

F(^,y) — o, x^^b ou Fo(a:) = o, 
et constamment nulle hors de ces limites. 

Solution. — Il suffiça de prendre 

(36, ^^"'^^=fe)TTr./] 

( X e«i"''('»J^)-^(»-»)'('»r)Jie«i'"''»<*J-^<»--'«)^<')i»/(M, N)P^mrf/i^«é/6, 

les valeurs de M et de N étant déterminées par les équations 

[ nF(M,N)-4-(i — /i)f(M,N) = o, 
I /wFo(M)H-/ifo(M) = o, 

et la valeur de P étant positive et donnée par la formule 

(38) P = ±[Fo(x)-fo(^)][F(^,7)-f(^,7)]. 

OEuvres de C. - S. I, t. II. 3:2 



250 MÉMOIRE SUR LE CALCUL INTÉGRAL. 

Problème V. — Trouver une fonction ç(a:, j, s, . . .) qui soit conslam- 
ment égale à f{x^y^ 3, . . .) entre les limites déterminées par les équations 

(09) i 

e^ constamment nulle hors de ces limites. 

Solution. — Il suffira de prendre (n étant le nombre des variables x^ 

H„, {"-•^•=-->=fe)"i"x'-£r.- 

' X e«c|ii'.(x)+<t-|i)f,(»)iie8ivr,(x,r)+(i-v)f,(x,y)ii.y(M^N, . . .)PrfftrfvrfarfS..., 

les valeurs de M, N, ... étant déterminées par les équations 

(fxF,(M) -f-(,-^)f.(M) =0, 
(40 vF,(M,N)H-(i-v)f,(M,N) = o, 

* » 

et celle de P, qui est toujours censée positive, par la formule 

(42) P=it[Fo(:r)-fo(a:)][F,(x.y)-f,(^,v)].... 

Nota. — Les formules (36) et (4o) peuvent être démontrées par la 
méthode qui a servi à établir les formules du même genre que j'ai 
données dans le XIX*" Gabier du Journal de l'École Polytechnique (• ). 

Ajoutons que la formule (4o) subsistera encore, si Ton remplace 

fo(^), Fo(x), U(x,y% ..., fo(M), ... 
par 

Ui^^yfSf '")f Fo(x,7, 5, ...). f,(x,x, 5, ...), ..., fo(M,N, ...)» •... 

Faisons voir maintenant comment, k l'aide de certaines conditions 
données, on peut prolonger une fonction hors des limites entre les- 
quelles sa valeur était connue. 

(*) OEuvres de Cauchjr, S. U, T. I, p. 175 et suivantes. 
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Problème I. — Intégrer l'équation 

de manière que l'on ait, pour t = o. 



ds 

ï 

z =f{x). 



57=*^' 



Supposons, d'ailleurs, ta /onction initiale f{x) connue seulement 

entre les limites o, a. Mais ajoutons la condition que ton ait, pour 

ap = o et pour x = a, 

3 = 0, 

quel que soit t. 
Solution. — On trouvera 

(44) zzzz^ye'^-^e '^j/(^) = e«'«*9(0-f-e-^'"'x(0- 

De plus, les conditions prescrites donneront 

\ ?(0-+-x(0 = o, 

Donc, par suite, 

(46) 5 = -Ve'"-+-e '"j/(a:) = (c^'«'— e-«'«*)9(0, 

et 

(4;) (e^'««—e-^"»«) 9(0 = 0. ' 

Faisons maintenant pour abréger 

F(a) = e««-- e-««z= — F(— a). 

On aura, en vertu de l'équation (47)» 

F(a)[(e^'«'— e-^'«') 9(0] 

= [F(0/n)e^'«'— F(— ^m)^-^'"'] 9(0 z= (e^'»'-^ e-^'«*) F(0/w) 9(0 = o, 



J 
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et, par suite, on tirera de la formule (46) 

(48 ) o = ^(e- ^ e"- ) F(a)/(.r). 

Cette dernière devant être satisfaite, quel que soit t, on en conclura 

(49) F(a)/(j:)^o, 
ou 

ou encore 

(50) /(-K'-H «)=/(j^~-«). 

Enfîn, comme on tire de Téquation (46) 



((l,x) désignant la fonction e^'"^(f(l), on en conclura évidemment, en 

posant / = o, 

/(.r) = f(o, x) — f(o, — J?), 

et, par suite, 

(5.) /(^) =_-/(- a:). 

Les équations (5o) et (5i) suffisent pour prolonger la fonction /(a:) 
au delà des limites x =: o, x = a. 

Problème IL — Intégrer l'équation 

/- X du ^d^u û * 9 

(d2) -; /w' -r— 7 -h ra := o, ou — m'a' -+- t = o, 

ât ôx^ 

de manière que l'on ait, pour t = o, 

u—f(x), 

f{x) étant connue entre les limites x = a, x = b^ et que Von ait aussi, 

pour j7 = rt, 

au . / * X 

hA// — o, ou (A-ha)M~o, 
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pour X = b. 



- — hBa=o, ou (B-ha)a:=o, 



quel que soit /. 



Solution. — On trouvera, en posant = ^^— 



r 
— y 



(53) u = e^'^'^-^)' f{x) = e*^ 9(0 -+- e-'^ x(0. 

et les conditions prescrites donneront 

j •( A ^ 0)6-^9(^)4. (A -e)e-«®X(0 = o, 

""^ I (B-4-e)6*®9(0-h(B-e)6-*®x(0 = o. 

On satisfait à la première des é^iuations (54) en prenant 
9(0= {X-^)e-^^{t), 



(55) , 

X(0 = -(A-e)e«© ^(t); 

alors la seconde se réduit à 

(56) F(e)vj;(0 = o, 

la fonction F(a) étant déterminée par l'équation 

(5;) F(a) = (B -H a)(A — a)e<*-«J«— (B — a)( A -h a)6(«-^^«. 

De plus, la valeur de u devient 

^ u = e('»'«'-'-^'/(^) ^ [(A - e)e('-«j® — (A -h e)e(«-'^®] vj;( ^) 

i =(A— a)[(6('-«>®— e^«-*^^)ij;(/)]. 

On satisfait à cette dernière formule en posant 



(^9) ) 



/ (e('-«)© — et«-*>®)4»(0 = «^'"'*'~''^'cy(^), 



Comme on a d'ailleurs 

F(a)[(ef'-«>®— e(«-'^Q) vl;(0] 

— [^(x-a)e F(e) - e(«-'^e F(- 0)] ij;(0 = (ef'-«^^4- eï^-'^Ô] F(e) vl;(0 = o. 
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on tirfîra de la première des équations (5g) 

o = ef '«•«•-'•)' F( a )fsj(ar). 
Cette dernière sera satisfaite, quel que soit /, si l'on pose 

t6(>) F(«)fSj(a:)rz:o. 

De plus, on tirera de la première des équations (jg) 

f(i,a^~a) désignant la fonction e^'^'''^^'\f(t); et, par suite, on trouvera, 
en posant / = o, 

m(x) = f(o, X — a) — f(o, a — x). 

(fîi) w{x) = — fsi{2a — x). 

îjen équations 

/ m{x)=z — m{2a'—x)y 
(irx) ¥{(x)m(x) = o, 

[ f{x)^{A — Gi)fn{x)z= Xfn{x) — fn'{x) 

suffiront pour prolonger la fonction /(x) au delà des limites entre 
lesquelles sa valeur est connue. 

Il est bon de remarquer que l'on tire des équations (62) 

nî(j7-+- a) z=: — fn{a — .r), 
et tle plus 

/(x -{- a) = Afn(x -^ a) — cj'(jr -+- a) nr (A — a)cj(a: -+-a), 
/{a — x)z=Xtn{a — x) — w'ia — x) 

= (\ -\- (x)fn(a — x) —— (A -^ a)rs{x -h a)f 
et, par suite, 

(63) (A-i-a)/(x4-a)-i-(A — «)/(«' — j:) = o, 

mi 

m ) (A -t- a) tf««/(*^) + ( A — «)«?-**/(— ^) = o. 
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On trouverait de même 

(6:>) (BH-a)/(a:H-6)-+-(B — a)/(6 — ar) = o, 

ou 

(66) (B -+- a)«**/(^) -+- (B — a)e-^V(- ^) = o- 

Si l'on élimine /(—x) entre les équations (64) et (66) on en 
tirera 

[(A -+- a)(B — a)e^«-'»)«— (A — a)(B -h a)et^-«'«]/(^) = o, 
ou 

(67) F(«)/(a:) = o, 

ce que l'on pouvait également conclure des deux dernières des for- 
mules (62). 

Les équations (64) et (66), dont l'une peut être remplacée par b 
formule (67), suffisent pour prolonger la fonction /(a?). 

Afin de montrer comment on peut y parvenir, faisons pour abréger 
a = o, et remplaçons en même temps b par a; les équations (64) 
et (67) donneront 

( (A-ha)/(:p)-h(A — «)/(-^) = o, 

(60) \ 

i [(A — a)(B-ha)e««— (A-+-a)(B — a)e-««]/(x)=o. 

On en tirera 

{69) • /(-^) = -^^/(^), 



et 



ou 



^ •^^^^-(A-a)(B4-a)-'^'^'' 



/ \ ^/ V (A-4-a)(U — a) ., , 

et, par suite, 

/ X r/ X A -h a ,, . B -t- a . 

(71) /(aa-a-)=— ^— ^/(o: — 2a) = -^-— /(.r). 
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On aura donc 



(72) 



( B — a 

/(a:) =— g-^ /(aa - a:), 

/•/\ A-f-aB — «^ 



Par conséquent, si l'on nomme f(ir) la valeur connue de u entre les 
limites a: = o, a? = a, on trouvera 



f(x)^ f(x) 

i»/ \ A -+- a B — a .. . 

fix)r=: (a: — aa) 

^, ^ /A-haB — a\B — «., ,' 

•^ ^ ' \A — a B 4-a/ B -i-a' 

.. ^ /A-t-a B — a\«B-a .^ . 

/(j:)— — -j :=5 f(6a — a?) 

•'^*'' \A — a B H-ay B H-a'^ 



entre les limites 



( 07 = a ) 
X =r a J 

X z=z2a ) 

xz= 2a I 
X =:Za ^ 
^ x = 'ia I 

i ^=4« i 

x — l^a 1 

jT^ 5a i 
a: zz: 6a ^ 



On aura, au contraire, en vertu de Téquation (69), 

entre les limites 



/(^)=-^r(-^) 



^. V (A — a)(B -f- a) ^, . 

^f^s_ A-a(A-«)(B + «) 

., , r(A — «)(n + an'.,, 

^, , A — a /A — a B -h a\'^, , ^ 

j-/ X • /A — « B -(-a\',,-« , , 



U: 
X : 
;r : 

;r 

X 
X : 
O* : 
X 
X 
X : 
X 



-0 

— — a 
~ — a 
= — la 
= — aa 
=:-3a 
--3rt 

= — ba 
~ — oa 
= -6a 
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On aura donc généralement^ n désignant un nombre entier quel- 



conque, 



n^) = 



r (A-h«)(B-«) i« 

[(A-a)(B-4-a)J 
enlre les limiles 



|'(^ — ina) 



X :=2na 
xz=i (2/1 -i- \)a 



f{œ)^ 



B-a r(A-+-a) B-a)1»., 

— n 7-4 77Î5 T r(2/îa-4-2a — X) 

B H-a L(A — a) B-i-a)J '^ 



.(A — «)(] 
entre les limiles 



(73) 



{ 



X = (2/1 -H i)a 
a; = (a/i + 2)a 

XTzi — (an — \)a 
ar=i — 2/ia 



/(x)=- 



enlre les limites 
A-a 



r (A-a)(B-f «) "l'w ^ ,„„x 



A -h a 

entre les limites 



;r— — 2/ia ) 

^ —— (2/1 4- l)«J 



On aura d'ailleurs, en vertu du théorème de M. Fourier, 



,*-+./! /,« 



(74) < 






/ x = k-{-a ) 



^ X =z k — a 
/ x = k 



pour toutes les valeurs de x comprises entre les limites indiquées, 
tandis que les mêmes intégrales doubles s'évanouiront hors de ces 

œuvres de C. — S. I, l. II. 33 
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limites. On trouvera en conséquence 

-a) 



i jc z=:2na i 

entre les limites ^ » 

f x= (2/1 -+- 1)« ) 

/(,)^__L r /•• B-« r(A ^«)(B-«) ,n"^,,,_,,,,^^ ^ 

»"c/. ./_.B-H«L(A-«)(B+a) J '^f^' f^ 

( X = (a/i -(- i)a 



entre les limites 



(7^) ( 



( .r = ( a /I -f- 2 ) rt 



^<"= H^.r.r.[ !*^:!;"-" -"]'-^-" '■"■'■"'" 



entre les limites 



X z=—{2n — i)a 






entre les limites 



.r =r — 2 /la 
j:=: — (2/1 -hl)a 



Par suite, si Ton appelle r\ un nombre qui difïere infiniment peu de 
Tu ni té, on trouvera pour la valeur générale de /(x) 



n^) 






f,l(jr {1)1 



(A + «)(B-«) 
^(A-a)(li-+-a) 



|(^)r/^c/X 



(7^) 



27: 
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g\(jr-ia-*-\L)'\ 



B-g 

(A — a)(B -ha) 



f (IX) dix cil 




gX{x-jx-+-Ja)i 



(^-«)(B-^«),-(f.)rf^rfX 



, (A-a)(B + «) ,, (A + a)(B-«) 

^(A + «)(B-«)^ 



/^ " , '^ 01 



t^O *-/-• 



^A(jr-4-pi)i 



— rj 



A -g 

(A --g)(B -H-g) ^,^)^j A -t- g 
(A-+-g)(B-g)^' 



((ix)dixdly 



ou, rr qui revient au même, 
— g r 



(77) /(j-)=:^^ ?r r [(B-hg)(?>-f«-{^)'— (B-g)e>fl*-«'i].f(g)e^'»f(juL)rffxûrX, 
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la valeur de ^(a) étant donnée par l'équation 



(A — a)(B4-a)e«>^»— tî(A-+-a)(B — a)c-*''^» 

î 

(A-ha)(B — a)e-«'' — Y3(A — a)(B-4-a)e«^» 

(A-4-a)(B — «)e-«^'-^(A--a)(B-t-«)g^^' 



4(i--o)- 



(I — Y))-[(A -^ a)(B — a)e--«^î-+- (A - a)(B -h a)e«^'P- . . . 
c'est-à-dire par l'équation 

(n^^ 1(.\-M. r^ (A + «)(B-a)^--^»^(A~a)(B-h«)e^^' 

( — (i-^r,)^[(A-+-a)(B-a)e-«>'i— (A — a)(Ef-ha)e«^']' 

Si, dans l'équation (77), on fait passer le facteur A — a sous le 
signe / f^ on pourra remplacer ensuite a, qui indique une différen- 
tiation relative *àx, par Xi. On trouvera de cette manière 

(79) f(a:)=.^^^^J'' £\e^--^({^^ 

la valeur de A étant donnée par la formule 

_ ' ^.^. [B sin(fl; — fJL)>i -hXcos(^ — fjt)X][(AB -4- X^) cosaX h- (B — A)XsingX] 
(80) A_(A-Ai)i j (,_^).|-^AB-i-)l')cosaX4.(B-A)XsinaX]« i ^ 

( -t-(i-f-rî)*[(AB-+-X*) sinafX — (B — A)XcosaXp ) 
OU bien encore, à cause des limites X = — oo, X = œ, 

(81) /(x) = - f f {Icoslx-- Aimlœ) ^l^ dix) dix ca, 

la valeur de pétant à très peu près 

iiiZ:-2V(AB-hX»)cosaX-4-(B-A)XsinaX] 

(82) ^=[Bsm{a-ii)l-^lcos(a^lx)l] '" _^,/ 

l| ( -] [(AB-H>»)cosaX-+-(B — A)XsinaX]' I 

i -h[(AB-+-X«) sinaX — (B— A)XcosaX]« ' 



WQ MÉMOIRE SUR LE CALCUL INTÉGRAL. 

Or» il est clair que la valeur précédente de jÇj à cause du facteur in- 
finime^nt petit -î-^^> sera toujours sensiblement nulle, excepté quand 
la viilf'ur de X vérifiera la condition 
m) (AB H-X«)sinaX — (B— A)XcosaX = o. 

On aura de plus 
(84) « = e('"'*'-'*)'/(-^)=- f f e-<'«'^'-^'-)'(XcosXx — AsinX^)<^f(fx)^fxrfX. 

Enfin, si l'on désigne par p une des racines de Téquation (83), et 
par £ un nombre infiniment petit, on aura évidemment 



Ï85) /^^ 



J^Ck cosXj? — A sinX j?) dl 



TT (pcospx — A sin par) [Bsin (a — fjL)p -4-pcos(a — fJt)p] 

"" 2 J)p[(AB H-p*)sinap — (B — A)pcosrtp] 

Donc, si l'on fait pour abréger 

.y(lj ^^^ [Bsin(a-fx)p4-pcos(g-fx)p] ^ 

rt[(B — A)psinap-i-(AB-i-p') cosap]-+- ap sinap — (B — A) cosap' 

un trouvera 

(8j) /(j:)=y f (pcospx^\siupx)DXLf{yL)diJL (»), 

(V) Où a 

f [(B — pi)eP<l*-«'i- (B-^pi)tfP(«-l*Ji]f(|jL)rffx 
/ ^^ f(K) dii = - I Dp[( AB H- p«) sinap - (B — A)p C08ap] ' 

^^ —iT [(B-pi)ffP^l*-«'i-(B-hpi)^p(«-l^^']f(fi)rffi 

f ;m. f( ^t) r/jji = — 

' r [(A — pi)tfPI*i — (A ^- pi)e-plAi][(B — pi)c?(|^-«'i — (B -h pi)ep(«-î^«] rffi 

i f [(A — pi )ePl^i—( A -f-p i)e-PI^']f(fi) f^ii 
r [(A — pi)eP|Ai— (A-f-pi)e-PlAi]î//|i 
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et 

(88) "= f y[e-"'"^"'-'''{pcosp.T—Asinpx)OïL({iJi)dix, 

le signe V s'étendant à toutes les valeurs de p. 

Si l'on transporte l'origine des coordonnées au point qui a pour 

abscisse -> il faudra remplacer x par x -^ Si de plus on fait pour 

abréger 

] D ^[(B — A)pcosrtp — (AH -h o*)sinapl 
( à-p ' — ' 

on trouvera 

( l^pcos^^ -.^)p_ Bsin^c -f)p| 

A 1 X pcosfar -H - )p — A sinforH — )p\ 

(9o) /(-)=- r^Li^-J — ilL V — ii!Lf(.)rf., 



(89) 



OU, ce qui revient au même, 

— R 

(9O 



pourvu que Ton fasse 



(92) 



P = — / [pcos(« — /)p — Bsin(5 — /)p][p ces /p — A sin/p] î{s)d:., 

î 

Q= I [pcos(s — l)p — Bsin(z — l)p][p sin/p -h A cos/p] f{z) àz^ 

ï 

la valeur de / étant -• 
2 

Si Ton observe d'ailleurs que p désigne une des racines de l'équation 
(93) (AlJ 4-p»)sin2/p — (B — A)pcos2/pi=o, 
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on reconnaîtra immédiatement que les formules (gr) et (92) eoïn- 
cidf^nt avec celles que M. Poisson a données. 

Les formules précédentes paraissent n'être établies que par induc- 
tion, attendu que, suivant la méthode de M. Brisson, Ton a plusieurs 
foih considéré la lettre a comme indiquant une différentiation relative 
a a\ Mais, pour rendre les calculs rigoureux, il suffit de revenir aux 
formules et aux notations du paragraphe IL En effet, en employant 
ces notations, l'on aura généralement 

(94) ?(«)/('^)=^/ f\{^'^)A^)e''^"'^'dvdu, 
et, par suite, si l'on pose 

(95) /{x) = ^J^ J\(ri)e^("}^y^F{yL)dixca, 

on trouvera non seulement 

(97) e^'9(Xi)=— r j o(wi)e''<^-«î»e«*»rf(^rfi/, 

fnaiïs encore, en vertu des formules (96) et (97), 

Ainsi l'équation (95) entraine l'équation (98). Il est bon de re- 
nuirquer en passant que la fonction /(^), déterminée par la for- 
nitilo (95), s'évanouit hors des limites j7 = o, »r = a, et qu'il en est de 
même du second membre de la formule (98). Ajoutons que, des for- 
mulas (95) et (98) réunies, l'on conclut immédiatement 



im) 
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On aura donc aussi 

= ff ?(Xi)cj(Xi)e^('-i*>iF(fjL)e/fjLeA 
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(100) i 



^=z 9(a)cj(a) f(x) entre les limites 



{ X z=La ) 



(loa) 



Cela posé, on pourra immédiatement remplacer, dans les for- 
mules (75) et, par suite, dans les formules (76), ( 77), etc., a par Xi, 
et Ton obtiendra de cette manière la formule (79). Réciproquement» 
on pourra écrire partout dans la formule (77) a au lieu de Xi; et l'on 
trouvera ainsi, au lieu de Téquation (77) ou (79)» une équation de la 
forme 

(101) /(x) = (A-a)Q(a)[(B-^a)e««f(.r) — (B-«)^-«*]r(-jr), 
pourvu que Ton fasse 

"^^^^^ (A — «)(B-f-a)ef««— ■n(A-+-a)(B — a)e-«« 

I 
"^ (A4-a)(li — «)^ ««"-yjCA- a)(BH-a)€«» 

(A -4-a)(B-~ «)g-^«-i-(A — g)(B -h a)e«* 



= 4(i--o) 



(' — •n)*[(A -+-a)(B — a)e-««-+-(A — a)(B H-a)e««]« \ 
-(i-+-y3)'[(AH-a)(B — a)e-«« — (A— «))B-+-a)e««]« | 

25 



\ £*— [(A4-a)(B — a)e-««— (A — a)(B-ha)É?"»]«' 

£ étant un nombre infiniment petit, et que Ton désigne par 



(io3) 



une fonction qui soit considérée comme toujours nulle, hors des 
limites x = o, x = a, et toujours connue entre ces limites. 



1 
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Kn remettant pour o(ol) sa valeur dans/(j:), on trouvera 

£ désignant un nombre infiniment petit. Cette formule, jointe à la 
suivante 

(io5) ^(cc)/(a:)=:^ T r"^(Xi)/(fx)e^^'-l*^»^fXéA, 

dans laquelle '|(a) désigne une fonction quelconque de a, suffit pour 
déterminer complètement la valeur de /(^) et de '|(a)/(x). On aura 
par suite, en vertu de la formule (53), 

_ 2g (A — (X W<(^^'«'-^)[( B -h «)g«« f(^) — (B — (x)g-^« ((— X)] 
(lO)) //_ gi_|^^^v-a)(B-h-a)e«»-(A-^a)(B — a)e-««]« 

On peut encore présenter l'équation (io4) sous la forme 

(107) /(x) — {\^(x)w(x), 

la valeur de u(x) étant 

Cette dernière valeur de X3(x) vérifie deux équations semblables aux 
formules (62), savoir 

i iït(t)== — CJ(— X), 

(«09) 

I [(A — a)(B-+-a)e««— (A4-a)(B — a)e-««]Hj(x) = o, 

et, de plus, elle satisfait, pour toutes les valeurs de x comprises entro 
les limites x = o, x = a, hh formule 

Remarquons enfin que, si l'on pose comme ci-dessus 

/ 



?(«)■ 



( A — a ) (, B H- a ) e''* — m ( A -h a ) <, B — a ) e-^^" 
(102) / 



(A -i- a)(B — a)<?-"*— -olA — a)(B -i-a)e"* 

2£ 

£'— [(A — a)(B-ha)c"»— (A H- a)(B — a)e-««]*' 
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la valeur de ct(^) deviendra simplement 

(III) GT(:r) = 9(a)[(B4-a)e««f(j:)-(B-a)e-«f(-x)]. 

On pourrait, à Taide des équations (109) et (i 10), déter[iiiner direc- 
tement la valeur de o(x), ainsi qu'il suit : 
Soit d'abord 

(1*2) w(x)=x((x)l\x)-^^((x)({—x). 

Si, dans cette formule, on change xen —x, on devra changer aussi a 
en — a, et Ton trouvera, par suite, 

(ii3) cj(— .r) = x(-«)r(-^)-^-+(-«)r('^)• 

Si l'on ajoute les équations (112) et (i i3), on trouvera, en ayant 
égard à la première des équations (109), 

o = [x(«)-^^(-a)]r(^)-+-[x(-«)-^-+(«)]r(-^)- 

On satisfait à cette dernière en posant 

^(«)---x(-«). 
Donc 

(ii4) cj(^) = 7.(a)t'(^-)-X(-«)r(— •^)- 

Observons, de plus, qu'on tirera de la seconde des équations (109) 

/ -X , , (A-4-a)(B-a) .^ . . (A-a)(B-ha) .^ ^ ^ 
^ ^ (A — a)(B-ha) ^ ^ (A-t-aj^B — a) ^ ^' 

et, par suite, y) désignant un nombre très peu différent de Tunité, et n 
un nombre entier quelconque. 



(116) 



; . ^ f (A-^a)(B-a)1« , 
j^(")-[^n \-a)(»-^a) J ^(^-^-«)' 

j ^ . r (A — a)(B-ha)l'* , 



Si, dans les formules précédentes, on remplace a: par — x, on devra 

OEuures de C. — S. I, t. II. 34 



(..8) 
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remplacer aussi a par — a. On trouvera donc 

I, , r (A-a)(B-î-a)-|« , 

et l'on aura, par suite, en vertu de la première des équations (109), 

, , r (A-a)(B-f-a) T' . 

"<^>=-r (AH-«)(B-«) J «"(-'-="««). 

, . r (A-t-«)(B -«)-i" ^ . 

Ijos équations (i i6) et (i i8) peuvent encore s'écrire comme il suit : 

, , r (A-ha)(H-a) , 1« , , fx = Oi 

L (A — a)(li-+-a) J / x = oo \ 

1 . , r (A-ha)(B-.a) . J" , 



(n9) 



(laoi 



Si maintenant on écrit dans les seconds membres des équations 
précédentes . 

-*— ^ — au lieu de rn{a:)^ 



A-a 
H 

^— au lieu de cj(— .r), 

A -h a 

elles auront respectivement lieu pour les valeurs de 

X — a/la, j7-i-2/ia, — j: — a/ia, — x-f-2/ia, 

comprises entre zéro et a; d'où il résulte qu'on devra y poser successi- 

vniient 

X — 2na=zia, jt -+- 2/ia = ta, 



(121) 
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i désignant un nombre inférieur à l'unité. On aura donc, par suite, 

j; = (2/1 -h i)a, — a?=r(2/i — i)«, 
— J7=z (2/1 -f- i)a, j: = (2/i — ()a, 

et l'on pourra, dans ces quatre équations, prendre pour limites infé- 
rieures de n 

/l =: O, /l = I , /l =r O, /l = I . 

En réunissant toutes les valeurs particulières de cT(ic), on aura la 
valeur généralie, savoir : 

^(^)- r(-^) (y-r^ (A^a)(B~a) y ^.r ( A - a)(R -^ g) 1 

'^^'^^~ A-a)^o[^(A-a)(B-ha)'' J "^^-i ["^ (A -+- a)( B ~ a) ^ .] 

f(-^) ^y>r (A-a)(B^a) 1^ , y" [ ( A -^ aU H - ^) ..;]-- 

A-hûc 1-^0 [^(A-Ha)(B-a) J ^Zéi [ (A - a)(B -h «) J 

Ici l'on reconnaît immédiatement que tj(^) est de la forme exigée 
par l'équation (ii4)« Si, dans chacune des sommes prises depuis 
n = I jusqu'à n = 00, on supprime le premier des facteurs égaux à 0, 
et, si l'on pose, en outre. 



(122) 



ç(a)=. ^T! y>[- (A^a)(B-«) > 

?^^^ (A-a)(B4-a)^o['^(A — a)(B-+-a) J 

^ (A-ha)(B-a)^oL^(A4-a)(B~a) J ' 



on trouvera 

(123) m{x)z= cp(a)[(B -h «)<?«« f(j:) - (B — «)«?-«» |'(— a?)]. 

Déplus, il est clair que la valeur de ç(a) donnée par l'équation (122) 
deviendra 



?(«) = 



(A — a)(B -ha)e«* — y3(Ah-«)(B — «)e- 

(124) 



(A 4-a)(B — a)e-«* — y)(A — a)(B -+-a)e"* 
Les formules (i23) et (124) coïncident exactement avec les for- 



J 



1 
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mules (102) et (m). Pour achever la solution du problème et 
retrouver la formule (79), il suffira de recourir a l'équation 

(io3) ,'(^)=-i-y y%>('-t^)i|'(//)^/xeA, 

et d'observer qu'on aura généralement 



(125) 



Revenons maintenant à l'équation des cordes vibrantes. On a, dans 
ce cas, pour déterminer /(^r), les deux équations 

(126) 

De plus, nous appellerons encore f(oo) une fonction qui sera égale à 
la valeur connue de /(^) entre les limites a? = o, x = a, et qui de- 
viendra constamment nulle hors de ces limites. Cela posé, on tirera 
des équations (126) 

/(J7) = ^-««V('^) = ^'"V(^). 

et, par suite, en nommant i, y), deux nombres inférieurs a la limite i, 
mais dont le dernier y) diffère infiniment peu de l'unité, 

/(x) = n''e-^'"'^f(jc) pour x = (2/4 -h t)a (/i>o), 

/(.r) = y3'»e*'"»*/(^) » — j? = (2/1 — 0« (^>0f 

—/(^) =:/(-- j?) = yî'»e*«'**/(— x) » — X — (2/1 4- 0« ('ïjo), 

— /(^)i=/( — a?) = y3''e-««"«/(— x) » jr = (2/i — ()a (nz.i). 

En remplaçant dans les seconds membres des équations précédentes 
/(x) par ((x),f(—x) par |'(— x), puis réunissant toutes les valeurs 
particulières de/(^) qui en résulteront, on obtiendra la valeur gêné- 
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raie de /(ar), savoir : 

^^fti-e»-"» (•(j:)_2J*)»e""'« {{- x), 

OU, ce qui revient au même, 

'~'^' î[f(*)-r(-^)]. 



ou à très peu près 

('^7) A-) = , _ ^(,.!l' ~,-L) ^ ^. [tx^) - r(- ^)]. 

On a d'ailleurs 

puis, en désignant par p une racine de l'équation 
(129) e*"^»— «-«>iz=o ou sin^rX^io, 

on trouve 

rP^' (i--n)e^X ^ rP^' ri-Y))^ ^ jr_^ 

J i — atî cos(-2aX)-hr,* J (i — rîcos2a>.)'-h(yîsin2aX)* 2a 

Donc, par suite, on aura 

= ^2". / [cosp(.r-(A)-cosp(a:4-/x)]f((A)'rff* 
(i3i) { 

ce qui est exact. 
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Il est aisé de voir que les méthodes ci-dessus exposées sont appli- 
cables à tous les problèmes du même genre. 

§ VII. — Développement des principes établis dans le paragraphe 

précédent. 

Adoptons les notations du paragraphe III, en sorte qu'on ait 

(1) F(a)/(^) = -i- r r e^^*'^y^¥Çk\)f(li)diidk, 

quelles que soient les fonctions F(a) et/(fji). On en conclura, si F(a) 
désigne une fonction entière de a et de e", en sorte qu'on ait 

(2) F(a) = cp(a,e«), 
on en conclura, dis-je, 

(3) 9(«» e^)f{œ) = 9( I)„ i 4- A,)/(j7). 

De plus, si, la valeur de F(a) restant quelconque, on a 

(4) F(«)^9(«)x(«), 

alors, en posant 

(5) '^{a)f(.v) = m(x), 

on trouvera 

(6) F(a)/(^) = (p(a)Gj(a'), 
OU 

(7) [?(«)x('«)]/('^) = 9(«)[x(«)/(-^)]=x(«)[?(^)/('^)]- 
Enfin, si l'on a 

(8) /{x) = ^<^(k)e^'^, 

V indiquant une somme quelconque de termes finis ou infiniment 
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petits, on trouvera 

et, parce que 

on aura 

(11) F(a)/(a:) = §F(Xr)9(Xr)eK 

Ainsi, par exemple, Téquation 

(12) /(x)= f e''''<p{u)du 
entraînera la suivante : 

(i3) F(ac)/(x)= I F(ai)(p(i/)e*'»t/(i. 

Si Ton désigne pjar ((x) une fonction de x qui soit toujours connue 
entre les limites a? = o, a? = a, et toujours nulle hors de ces limites, 
on aura 

et Ton en conclura 

F(a) f(^) = ^y*''F(Xi)e^('-l^>'f(fx)é/fx. 
F(a)f(— ^) = — f F{r\)e'^^'^V-y^f{ix)dix. 



(i4) 



(i5) 



Observons enfin que, si la fonction tj(a?), étant propre à vérifier 
Téquation 

(16) [9(a) — i]cj(j7)i=o, 
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est donnée par la formule 

(17) «!»(^) = jx'^«[?(«)]--+-2r^'' [^)]"- 'j «■(^). 



ou 



Bj(vr) = I H î I I f(x), 

i-ïi9ta) ^ io_ 



('8) 

m(a;) — ; ; ; f(x), 



Y) représentant un nombre très rapproché de Tunité; on trouvera, en 
désignant par p une racine réelle de l'équation 

(19) ?(pî) = »» 
et posant 

(20) Q = ±(p'(pi), 

ou, ce qui revient au même, en représentant par Q la valeur numérique 
de la fonction 9'(a) correspondant à a = pi, 

t étant un nombre très petit; et, par suite, 

(ai) ts{j:)=^'_^ f'^eP<'-\^>'t(lJ-)diJi. 

C'est là, en effet, ce que l'on conclura de l'équation (18) combinée 
avec la formule 

Si la fonction ((x) était assujettie à s'évanouir hors des limites 
a? = o, a; = a, on aurait 

(23) ï{x)-— f ( f(//)e>'^^-^^^'^fxû^X, 
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et l'équation (21) serait remplacée par la suivante : 

(24) m{x)^^^^j' ^e9^'-\^)'ï{iL)di>.. 

Enfin, si l'on supposait 

(a5) . f(^)=/ xO^)e^'dk, 

A' 

on trouverait 

(26) ci(x) = 27r2^^[^eP'i], 

le signe ^ devant s'étendre à toutes les racines réelles de l'équa- 
tion (19) comprises entre les limites X' etX". 
Si l'on supposait 

l'équation (19), qui fournit les valeurs de p, deviendrait 
(28) iJ.(pi)-+(-pi) = o, 

et la valeur de Q serait donnée par la formule 

Appliquons maintenant les formules qui précèdent à des exemples 
particuliers. 

Problème L — La fonction 

/(^) 

étant assujettie à vérifier l'équation 

(3o) f{x + a)=f{x) ou e«VC^)=/(^), 

et la valeur de cette fonction étant connue entre les limites 

a? =r O, j? n: a, 

on demande sa valeur générale. 

OEuvrea de C. — S. I, t. II. 35 
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Solution. — Désignons par f(^) une fonction qui obtienne la même 
valeur que f{x) entre les limites x = o, x = a, ^i qui soit constam- 
ment nulle hors de ces limites. L'expression 

{n étant un nombre entier quelconque) sera toujours nulle, excepté 
entre les limites r = — na^ x = — na -h a, et l'expression 

sera pareillement nulle, excepté entre les limites x = na, x = na-ha. 
De plus, on aura généralement, en désignant par 

e et Yî m I — £ 

deux nombres, Tun infiniment petit, l'autre infiniment rapproché de 
l'unité, 

et l'on en conclura évidemment 

(32) Aa^) = (^^^^^^^^-^"^1-0^6'--*^ i^fix). 

On a retranché l'unité des deux sommes V*irj''e^'**, V"^"^"*"*» 

afin de ne pas trouver 2((x) au lieu de f(a;) entre les limites x = o, 
j? = a, correspondantes h n = o. Pour déduire l'équation (32) de la 
formule (17) il suffit de remplacer o(j?) par /(x), {(x) par f(x) 
et 9(a) par e^. Cela posé, on aura 

9'(a) = ae***. 
L'équation (19) deviendra 

(33) e^9''=i ou cosap = i, 
et la valeur de Q sera 
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Par suite la formule (24) donnera 

A^)='- '2-./ *^""''" •'('*) '^f 
(33) ' =^2"_J cosp(x-j*)f(|ji)rfjji 

Problème IL — Supposons qu'il s'agisse de résoudre l'équation 

(36) ^-m»^=o ou (a«-.m«ô«)5i=o, 

de manière que Von ait : 

Pour X =z o et pour x =: a^ 

5 = 0, 

quelque soit /, et, de plus, pour / = o, 

5 = f(x) el ^=0, 

entre les limites a? = o, a: = a [f(^) désignant une fonction qui s'éva- 
nouisse hors de ces limites]. 

Solution. — Dans ce cas, comme on Ta déjà prouvé, on est conduit 
aux équations 

(37) z=L\e"- -^.e -"Mx), 

la valeur de /(x) étant déterminée par les formules 

(38) {e«'-e-<")/{x) = o, /(x)=-/{-x). 

La première de ces formules pouvant s'écrire comme il suit 

on aura 9(a) = e"', et de plus 

/(x) = «'<»'•« /(a:), /(a;) =-e -*"»'/(- X), 
/(x) = e-*""/{a;), /(;r) =- ««■"•« /(-^x). 
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Cela posé, on trouvera, pour déterminer p, l'équation 
(4o) tf««p» = i ou cos2ap = i, 

et la valeur de Q deviendra 
(40 Q = 2a. 

Comme on aura d'ailleurs 

(42) 1^(0?) — f(— x)=z— f f (€'^('-\^^'-^e'^('^v-n)({ix)dixca, 

on tirera de la formule (aG) 

{e-9W'-eP\^')({lJ.)d,x 

sin(.of*)f(f*)rff* 
- \ 2."*'"P'^/ S'n(Pf*)r(f*)''f* 



ce qui est exact. 

Problème III. — Intégrer l'équation 

(44) 



(43) 



— m^-j-^-hru—o ou (0 — m'a'-h r) w - o, 



d^ 



dœ^ 



de manière que l'on ait 
Pourt = o, 



pour X = o, 
pour X =z a^ 
quel que soit t. 



u = f( j?) entre les limites 
du 



X z=z o 
X z=:a 



àx 



■+- Au z=z o; 
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Solution. — On aura, comme nous l'avons prouvé, 

(45) a = eî'«'«'-'')'/(^), 

(46) f{x) = {k'^OL)m(x)x 

la valeur de cj(a?) étant assujettie aux équations 

( [(A — a)(B4-a)e««— (A4-a)(B — a)e-««]cj(a7)i=:o, 

( Cj(j?)z= — GJ( — 07), 

et devant être égale a 

f(^) 



A-a' 

entre les limites x ^o, x = a. Cela posé, on trouvera 

^(a)=:(A — a)(B-4 a)e««, 

et, par suite, 

«') "<"=|2:-[î^]"-2>[^]"-t[(^-^]- 

De plus, l'équation (28) donnera 

(A — pi)(B -h pi)e«pi- (A -h pi)(B - pi)-«Pi=o, 
OU 
(49) (AB 4-p*)sinap — (B — A)pcosap = 0; 

et comme on aura identiquement 

(AB -4- p») sinap - (B - A)p cosap = ^^(pO — ^^(— pO ^ 

il est clair qu'en posant 

^ _^ fl^[( AB -f- p«) sinap — (B — A)p cosap] _^ ^^'(pi) -H^^'(— pi) 
~~"~ c^p 2 * 
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on tirera de la formule (29) 

^ "■+(pi) ""+(-pi) 

eu égard à Téquation 

+(pi) = +(-p»). 

Par suite, comme on aura aussi 
on tirera des formules (26) et (48) 

°<-)=îr-'.RX'[^^^^^^- ^'"A'-'T" ]»'"-"' 

= â2— "r/ f^® "^ pi)*"-"*'?'- (B - pi)e'l^-)pi] f(,t) rf^. 
ou, ce qui revient au même, 

«'(^)=^__. -jT- / [Bsin(a-.|UL)p-^pcos(a — fA)p]f(fx)^/x 
__2«^— smp^y [Bsin(a~|i)p4-pcos(a — f/)p]f(fx)t///; 

après quoi la formule 

(53) /(a?)=:(A — a)ny(^) = (A-D,)cj(j:) 

donnera 

i- v_V* pCQspa? — Asinpj: 
X / [Bsin(a-fx)p-hpcos(a-fx)p]f(^)é/pL. 
Problème IV. — Intégrer l' équation 



(5a) 
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de manière que l'on ait : 

Pour X =;=i o et pour x = a, , 

quels que soient y et t ; 

Pour y = oet pour y = 6, 

quels que soient x et t; 
Pour / = o, 

^f ^ as 

entre les limites x =i o, x = a; y = o^ y =^ b et f(a7, y) étant une fonc- 
tion toujours nulle hors de ces limites. 

Solution. — On trouvera, en raisonnant comme dans le second pro- 
blème, 

[ 5 — i (e^v^r-a'-Hi^e» _^ ^-//r«a«-h/«6« )f{x,y) 

(56) / Y f/ô._,.6. -fv'ô-— /«S'Y , 

et de plus 

(57) \e^ -e r j^(^,^)-,o, 

(58) \e' '^*-e' j+(a:,/) = o. 

Soit maintenant 

F(a) = e««— e-«*= — F(— a). 

On aura, en vertu des équations (3) et (57), 

^ [F(y:!iE^).^^«"^_ f(- ^^!EZ!^ 
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On aura donc, par suite, 

et, en posant / = o, on en conclura 

F(«)/(^,7) = o, 
ou 

(59) (e«*-^-««)y(^,y)-o. 

On établira de la même manière Téquation 

(60) (e^^e-^^)/(x,y) = o. 

Enfin, comme on tire de Téquation (56) 

on en conclura, en posant / = o, 

fk^^y) = w(ar, y, o) — ©(— x,y, o), 

et, par suite, 

(61) ' /(-^,y)=-/(^,r). 
On trouvera de même 

(62) /(^,_-^)=_/(^,_^). 

Les équations (39), (60), (6 r) et (62) suftisent pour prolonger indé- 
finiment la fonction /(^, v) hors des limites x = o^ x = a, j = o, 
y = 6. On y parviendra, en suivant la méthode employée dans le second 
problème. En effet, si Ton désigne par m, n deux nombres entiers 
quelconques, on tirera des formules (Sg), (60), (61) et (62) 

/(— x,7) r=— •r)"*y)"»e=P*'«««tf=»="»*V(— «a:,/), 
( 63 ) < - 

/(a:, — j)=rr — ri'«ri''»e^'"«*e=*=*'»*«/(x, — y), 
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Y) = I — £ et ri'= I — e' désignant deux nombres très rapprochés de 
l'unité. On aura, par suite, 

X [f(^» J) - (i—^fy) - f('^» -/) -H f(- X, - j)]. 

De plus, si, dans la formule qu'on obtient en égalant l'un à l'autre 
les derniers membres des équations (Sg) pt (43), on remplace n 
par m, et f{x) par {{x,y) — f{x, — j), on trouvera 

On trouvera de même 

Cela posé, la formule (64) donnera 



4 X7*V^* . fnnx . m: Y 
''"" sm — ~- 



X / / sin^^sin^f(fx,v)e/fxt/v (»). 

(t) n m'a semblé inutile de reproduire ici des formules qui, dans le manuscrit, sui- 
vaient celles qu'on vient de lire, et qui se rapportaient uniquement à la question traitée 
aux pages 33 et 34 du Mémoire sur TApplication du calcul des résidus ù la solution des 
problèmes de Physique mathématique ( Œttfre^ de Cauchy, S. II, t, XV). 



OFMvres de C, — S. I, t. II. 36 



POST-SCRIPTUM. 



Plusieurs des formules établies dans le Mémoire précédent ont, avec 
.celles que j'ai données plus tard dans d'autres Mémoires, des rapports 
faciles k saisir. L'objet des Notes qu'on va lire est non seulement d'in- 
diquer ces rapports, mais encore de joindre à ces formules quelques 
éclaircissements, ou quelques développements, qui m'ont paru propres 
à intéresser les amis des Sciences et à contribuer aux progrès de 
l'Analyse mathématique. 

NOTE I. 

SUR LES QUANTITÉS GÊOlÊTRIQUeS. 

Dans le présent Mémoire, un grand nombre de formules renferment 
quelques-unes des expressions que l'on a nommées imaginaires. J'avais 
même, dans le manuscrit, conservé la notation généralement admise à 
l'époque où j'écrivais, et le signe y — ^ auquel j'ai substitué dans 
l'impression la lettre/, ainsi qu'il est dit à la page 197, afin de me 
conformer à l'usage maintenant adopté par les géomètres. J'ajouterai 
que la théorie des expressions imaginaires a été, à diverses époques, 
envisagée sous divers points de vue. Dès l'année 1806, M. l'abbé Buée 
et M. Argand, en partant de cette idée que \J — i est un signe de per- 
.pendicularité, avaient donné des expressions imaginaires une inter- 
prétation géométrique contre laquelle des objections spécieuses ont 
été proposées. Plus tard, M. Argand et d'autres auteurs, particulière- 
ment MM. Français, Faure, Mourey, Vallès, etc., ont publié des re- 
cherches (') qui avaient pour but de développer ou de modifier l'in- 

(*) Une grande partie des résultats de ces recherches avait été, à ce qu'il paraît, 
obtenue, môme avant le siècle présent et dès Tannée 1786, par un savant modeste, 
M. Henri-Dominique Truel, qui, après les avoir consignés dans divers manuscrits, les a 
communiqués, vers Tannée 1810, à M. Augustin Normand, constructeur de vaisseaux au 
Havre. • 
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terprétation dont il s'agit. Dans mon Analyse algébrique, publiée en 
1 821, je m'étais contenté de faire voir qu'on peut rendre rigoureuse la 
théorie des expressions et des équations imaginaires en considérant 
ces expressions et ces équations comme symboliques. Mais, après de 
nouvelles et mûres réflexions, le meilleur parti à prendre me parait 
être d'abandonner entièrement l'usage du signe \/— i, et de remplacer 
la théorie des expressions imaginaires par la théorie des quantités que 
j'appellerai géométriques, en mettant à profit les idées émises et les no- 
tations proposées non seulement par les auteurs déjà cités, mais aussi 
par M. de Saint-Venant, dans un Mémoire digne de remarque sur les 
sommes géométriques. C'est ce que j'essayerai d'expliquer dans les 
paragraphes suivants, qui offriront une sorte de résumé des travaux 
faits sur cette matière, reproduits, dans un ordre méthodique, avec 
des modifications utiles, sous une forme simple et nouvelle en quelques 
points. 

§ I. — Définitions, notations. 

Menons, dans un plan fixe et par un point fixe pris pour origine 
o\x pôle, un axe polaire OX. Soient, d'ailleurs, r la distance de l'ori- 
gine à un autre point A du plan fixe dp l'angle polaire, positif ou 
négatif, décrit par un rayon mobile qui, en tournant autour de l'ori- 
gine dans un sens ou dans un autre, passe de la position OX à la 
position OA. 

Nous appellerons quantité géométrique, et nous désignerons par la 
notation r^ le rayon vecteur OA dirigé de vers A. La longueur de ce 
rayon, représentée par la lettre r, sera nommée la valeur numérique 
ou le module de la quantité géométrique r^; l'angle p, qui indique la 
direction du rayon vecteur OA, sera Vargument ou Vazimut de cette 
même quantité. Deux quantités géométriques seront égales entre elles, 
lorsqu'elles représenteront le même rayon vecteur. Donc, puisqu'un 
tel rayon revient toujours à la même position, quand on le fait tourner 
autour de l'origine dans un sens ou dans un autre, de manière que 
chacun de ses points décrive une ou plusieurs circonférences du cercle. 
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il est clair que, si l'on désigne par^ une quantité entière quelconque, 
positive, nulle ou négative et par ir le rapport de la circonférence au 
diamètre, une équation de la forme 

entraînera toujours les deux suivantes : 

R — r, P=/?-+- aArTT, 

et, par suite, les formules 

cosP = cospf sin P = sinp. 

Enfin, nous conviendrons de mesurer les longueurs absolues sur 
Taxe polaire OX, en sorte qu'on aura identiquement 

ro= r. 

Quant à la quantité géométrique r^(*)> elle se mesurera aussi bien 
que r^, sur l'axe polaire OX, mais en sens inverse et, par suite, la no- 
tation r^ pourra être censée représenter ce qu'on nomme en Algèbre 
une quantité négative. 

Cela posé, la notion de quantité géométrique com^fvendrsi, comme cas 
particulier, la notion de quantité algébrique, positive ou négative et à 
plus forte raison la notion de quantité arithmétique ou de nombre, ren- 
fermée elle-même, comme cas particulier, dans la notion de quantité 
algébrique. 

Ajoutons que, pour plus de généralité, on pourra désigner encore, 
sous le nom de quantité géométrique et à l'aide de la notation r^, une 
longueur r mesurée dans le plan fixe donné, à partir d'un point quel- 
conque, mais dans une direction qui forme avec l'axe fixe OX, ou avec 
un axe parallèle, l'angle polaire p. Alors le point à partir duquel se 

( 1 ) En général, les notations 

fpt fp'¥'K 

représenteront deux longueurs mesurées sur la même droite, mais dans des directions 
opposées. 
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mesurera la longueur r et le point auquel elle aboutira seront Vorigine 
et V extrémité de cette longueur. 



§ II. — Sommes, produits et puissances entières 
des quantités géométriques. 

Après avoir défini les quantités géométriques, il est encore néces- 
saire de définir les diverses fonctions de ces quantités, spécialement 
leurs sommes, leurs produits et leurs puissances entières, en choi- 
sissant des définitions qui s'accordent avec celles que l'on admet dans 
le cas où il s'agit simplement de quantités algébriques. Or, cette con- 
dition sera remplie, si l'on adopte les conventions que nous allons 
indiquer. 

Étant données plusieurs quantités géométriques 

r p^ 'p'f rp'f 

représentées en grandeur et en direction parles rayons vecteurs 

OA, OA', OA', ... 

qui joignent le pôle aux points A, A', A", ..., concevons que Ton 
mène par l'extrémité A du rayon vecteur OA une droite AB égale et 
parallèle au rayon vecteur OA', puis, par le point B une droite BC 
égale et parallèle au rayon vecteur OA", ... ; et joignons le pôle au 
dernier sommet K de la portion de polygone OABC...HK construite 
comme on vient de le dire. On obtiendra le dernier côté OK d'un poly- 
gone fermé dont les premiers côtés seront OA, AB, BC, ..., HK. Or, 
ce dernier côté OK sera ce que nous appellerons la somme des quantités 
géométriques données et ce que nous indiquerons par la juxtaposi- 
tion de ces quantités, liées l'une à l'autre par le .signe -h, comme on a 
coutume de le faire pour une somme de quantités algébriques. En con- 
séquence, si l'on nomme R la valeur numérique du rayon vecteur OK 
et P l'angle polaire formé par ce rayon avec l'axe polaire, on aura 

(i) Rp=: rp-h r'p'-^-rp.^ 
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Observons d'ailleurs que les côtés OA, AB, BC, ..., HK, du poly- 
gone OABCD...HK, peuvent être censés représenter eux-mêmes les 
quantités géométriques désignées par les notations /),, r^., r*., .... 
Donc, pour obtenir la somme de plusieurs quantités géométriques, il 
suffit de porter^ l'une après l'autre, les diverses longueurs quelles repré- 
sentent, dans tes directions indiquées par les divers arguments^ en 
prenant pour origine de chaque^ longueur nouvelle l'extrémité de la lon- 
gueur précédente, puis de joindre l'origine de la première longueur à 
r extrémité de la dernière par une droite qui représentera en grandeur et 
en direction la somme cherchée. 

Si Ton projette orthogonalement les divers cotés du polygone 
OABC...HK sur Taxe polaire, la projection algébrique du dernier 
côté OK sera évidemment la somme des projections algébriques de 
tous les autres, ou, ce qui revient au même, la somme des projections 
algébriques des rayons vecteurs OA, OA', OA", .!.. Donc, l'équa- 
tion (i) entraînera la suivante 

( 2 ) R ces P = /• co%p -+- r' cos/>' 4- r' cosp' -+-.... 

On trouvera de même, en projetant les divers côtés du polygone 
OABC. . .HK, non plus sur Taxe polaire, mais sur un axe fixe, perpen- 
diculaire à celui-ci, 

(3) RsinP = /*sin)9 -h r' s in/?' -+-/•' si n/?" -h. . .. 

Les équations (2) et (3) fournissent le moyen de déterminer aisé- 
ment le module R et l'argument P de la somme de plusieurs quantités 
géométriques. 

Si l'on considère seulement deux rayons vecteurs OA, OA', repré- 
sentés en grandeur et en direction par les quantités géométriques r^, 
r^., la somme de ces dernières sera, en vertu de la définition admise, 
une troisième quantité géométrique propre à représenter en grandeur 
et en direction la diagonale OK du parallélogramme construit sur les 
rayons vecteurs donnés. En d'autres termes, elle sera le troisième 
côté d'un triangle qui aura pour premier côté le rayon vecteur OA, le 
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deuxième côté AK étant égal et parallèle au rayon vecteur OA'. 
D'ailleurs dans ce triangle, le côté OK, représenté en grandeur par 
le module de la somme r^-f-r^., sera compris entre la somme et la 
différence des deux autres côtés, représentés en grandeur par les mo- 
dules r et r\ On peut donc énoncer la proposition suivante : 

Théorème \. — Le module de la somme de deux quantités géométriques 
est toujours compris entre la somme et la différence de leurs modules. 

Il est bon d'observer que le module de la somme de deux quantités 
géométriques rp,r^, pourrait atteindre les limites qui lui sont assignées 
par le théorème ptrécédent et se réduirait effectivement à la somme ou 
à la différence des modules r, r\ si les rayons vecteurs OA, OA' étaient 
dirigés suivant une même droite, dans le même sens ou en sens op- 
posés. 

Le théorème I entraine évidemment le suivant : 

Théorème M. — Le module de la somme de plusieurs quantités géomé- 
triques ne peut surpasser la somme de leurs modules. 

On peut, au reste, déduire directement ce second théorème de cette 
seule considération que, dans un polygone fermé OABC...HK, le der- 
nier côté OK ne peut surpasser la somme de tous les autres. 

Ce que nous nommerons le produit de plusieurs quantités géomé- 
triques, ce sera une nouvelle quantité géométrique qui aura pour 
module le produit de leurs modules et pour argument la somme de 
leurs arguments. Nous indiquerons le produit de plusieurs quantités 
géométriques, 

r r' r" 

' py ' p' y ' p'9 • • • > 

à l'aide des notations que l'on emploie dans le cas où il s'agit de quan- 
tités algébriques, par exemple, en plaçant ces quantités à la suite les 
unes des autres, sans les faire précéder d'aucun signe. Cela posé, on 
aura, d'après la définition énoncée, 

(4) rpr'p.r'},^, . .= {rr' r' . ..)p^p'^p*^,„. 
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On sait que, pour multiplier par un facteur donné la somme de 
plusieurs nombres ou de plusieurs quantités algébriques, il suffît de 
multiplier chaque terme de la somme par le facteur dont il s'agit. La 
somme Rp de plusieurs quantités géométriques /),, r^., ...jouit de ta 
même propriété. Pour le prouver, il suffît de faire voir que l'équa- 
tion (i) continuera de subsister, si Ton multiplie les divers termes 

Rp> '*/»• ''p'f fp-f 

par un facteur géométrique pe,- Or, en premier lieu, si le module p se 

réduit à l'unité, il suffîra, pour effectuer la multiplication dont il s'agit, 

d'ajouter l'argument ct a chacun des arguments P, z?,/^',/?", — Mais 

cette opération revient à faire tourner autour de l'origine chacun des 

rayons vecteurs 

Rp, Tp, r^., 

et, par suite, le polygone OABC...HK dont la construction fournit la 
valeur de Rp, en faisant décrire à chaque rayon vecteur l'angle u; elle 
laissera donc subsister l'équation (i), qui deviendra 

En second lieu, on pourra, sans altérer les directions des côtés du 
polygone OABC...HK, le transformer en un polygone semblable, en 
faisant varier ses côtés dans le rapport de i à p et l'on pourra ainsi de 
ta formule (5) déduire l'équation 

qui peut être présentée sous la forme 

(6) pmRp=ptnrp'i'px3rp''h 

On peut donc énoncer la proposition suivante : 
Théorème IIL — Pour multiplier la somme 

rp-hrj,.-h... 
de plusieurs quantités géométriques rp, r^., . . . par le facteur géomé- 
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trique p^, il suffit de multiplier chacun des termes qui la composent par 
ce même facteur. 

Ce théorème une fois établi, on en déduit immédiatement la propo- 
sition plus générale dont voici l'énoncé : 

Théorème IV. — Le produit de plusieurs sommes de quantités géomé- 
triques est la somme des produits partiels que l'on peut former avec les 
divers termes de ces mêmes sommes, en prenant un facteur dans chacune 
d'elles. 

Soit maintenant m un nombre entier quelconque. Le produit de m 
facteurs égaux à la quantité géométrique rp est ce que nous appellerons 
la m^^^^ puissance de cette quantité et ce que nous indiquerons, suivant 
Tusage adopté pour les quantités algébriques, par la notation 



Cela posé, l'équation (4) entraînera évidemment la formule 

(7) /•^^(/•'«U^; 

et l'on étendra sans peine aux puissances entières de quantités géomé- 
triques les propositions connues et relatives aux puissances entières 
de quantités algébriques. Ainsi, par exemple, en désignant par /w, n 
deux nombres entiers, on aura 

(8) r;r/-=r^-, 

(9) • (/•-)«= r;r". 



Ainsi encore, on conclura du quatrième théorème que la formule de 
Newton, relative au développement de la puissance entière d'un 
binôme, subsiste dans le cas même où ce binôme est la somme de 
deux quantités géométriques. 

Deux quantités géométriques seront dites opposées l'une à l'autre, 
lorsque leur somme sera nulle, et inverses l'une de l'autre, lorsque leur 
produit sera l'unité. D'après ces définitions, la quantité géomé- 

OEuvres de C, — S. I, t. II. 3; 
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trique r^„ sera l'opposée de r^. De plus, si Ton étend les formules (7), 
(8), au cas même où l'exposant m devient nul ou négatif, on aura 
identiquement 

et la quantité géométrique r'^ ne sera autre chose que l'inverse de r^. 
Pareillement, r'^ sera l'inverse de r^ et Ton aura 

(10) r;'«=:(r—)_;„^. 

Suivant l'usage adopté pour les quantités algébriques, une quantité 
géométrique pourra quelquefois être représentée par une seule lettre. 



§ IIL -7 Différences, quotients et racines de quantités géométriques. 

Pour les quantités géométriques, comme pour les quantités algé- 
briques, la soustraction, la division, l'extraction des racines ne seront 
aulre chose que les opérations inverses de l'addition, de la multiplica- 
tion, de l'élévation aux puissances. Par suite, les résultats de ces 
opérations inverses, désignés sous les noms de différences, de quotients, 
de racines, se trouveront complètement définis. Ainsi, en particulier : 

La différence entre deux quantités géométriques sera ce qu'il faut 
ajouter à la seconde pour obtenir la première; 

Le quotient d'une quantité géométrique par une autre sera le facteur 
qui, multiplié par la seconde, reproduit la première; 

La racine n^^"''' d'une quantité géométrique, n étant un nombre entier 
quelconque, sera un facteur dont la /i**""** puissance reproduira la 
quantité dont il s'agit. 

De ces définitions on déduira immédiatement les propositions sui- 
vantes : 

Théorème L — Pour soustraire une quantité géométrique, il suffît 
d* ajouter la quantité opposée. 

Théorème II. — Pour di^^iser par une quantité géométrique, il suffit de 
multiplier par la quantité inverse. 
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Les différences et quotients de quantités géométriques s'indiqueront 

à l'aide des notations usitées pour les quantités algébriques. Ainsi la 

différence des deux quantités géométriques Rp, r^ sera désignée par 

la notation 

Rp— r^, 

et le rapport ou quotient qu'on obtient en divisant la première par la 
seconde sera exprimé par la notation 

Rp, 

Lorsque, dans une somme ou différence de quantités géométriques, 
quelques-unes s'évanouiront, on pourra se dispenser de les écrire. 
Donc, la somme et la différence des quantités géométriques o et r^ 
pourront être représentées simplement par -4- r^ et — r^; et l'on aura, 
eu égard au premier théorème, 

Si dans la dernière des deux formules précédentes on pose/? = o, 
elle donnera 

Soit maintenant p^ la racine /i**^"** de r^ : l'équation 

donnera 

et, par suite (voir le § I®^), 

(2) p'*=f'f nm—p-^ikTi^ 

k désignant une quantité entière, positive, nulle ou négative; puis on 
en conclura 

(3) P = r", TiJ=:^H , 



(4) 



5ci=\^>^îAlt. 



292 MÉMOIRE SUR LE CALCUL INTÉGRAL. 

En vertu de la seconde des formules (3), Tangle polaire 

p iki: 
n n 

pourra être un terme quelconque de la progression arithmétique dont 
la raison serait — > l'un des termes étant -• Il en résulte qu'une même 

n ' n * 

quantité géométrique r^ offrira n racines du degré n, toutes comprises 
dans la formule 

et représentées par des rayons vecteurs égaux, menés du pôle à n points 
qui diviseront une même circonférence en parties égales. Ajoutons 
que, l'expression (5) reprenant exactement la même valeur, lorsqu'on 

fait croître ou décroître le rapport - d'une ou de plusieurs unités, par 

conséquent, lorsqu'on fait croître ou décroître k de non d'un multiple 
de n, il suffira, pour obtenir les diverses valeurs de cette expression, 
de prendre successivement pour k les divers termes de la suite 

(6) O, I, 2, ..., /l — I. 

Sip se réduit à zéro et r a l'unité, on aura simplement 

Alors les diverses valeurs de l'expression (5), réduites à la forme 

(7) • «!*«» 

n 

ne seront autre chose que les racines /2'^'"«* de l'unité, représentées 
par les divers termes de la suite 

(8) io=i 



* 9 'ÎW» 'iTC» 



Il est bon d'observer que, parmi ces termes, deux au plus se rédui- 
ront à des quantités algébriques, savoir : le premier terme 1© = i et, 
quand n sera pair, le terme i„= — i, que l'on obtiendra en posant 
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^ = - • De plus, comme on aura 

2(n — l)7r 271 2(/l — 2)71 4^ ' 

n n n n 

et, par conséquent, 

n H M n , * 

il est clair que les diverses racines de l'unité pourront être repré- 
sentées non seulement par les divers termes de la suite (8), mais 
encore, si n est impair, par les termes de la suite 



(9) * (n — HTCt •••> ' *1t» ï Î1t> '> 'î1t> '*T 



•> *(« — n«» 



et, si /i est pair, par les termes de la suite 



S 



Si, par exemple, on attribue successivement à n les valeurs 

2, 0, 4» ^9 •••» , 

on trouvera pour racines carrées de l'unité les deux quantités algé- 
briques 

pour racines cubiques de l'unité, la seule quantité algébrique i et les 
deux quantités géométriques 

3 3 

pour racines quatrièmes de l'unité, les deux quantités algébriques i, 
— i et les deux quantités géométriques 



t J 



liées entre elles par la formule 

1 î 

etc. 
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Si, dans l'expression (5), on posait A = o, cette expression, réduite à 

H 

représenterait une seule des racines /i**"" de r^. Or, il suffira de mul- 
tiplier celle-ci par Tune des valeurs de j,^^, c-est-à-dire par Tune 

n 

quelconque des racines /î'*'"*^ de Tunité, pour reproduire l'expres- 
sion (5), propre à représenter Tune quelconque des racines n'*""*^ 
de Tp, attendu que Ton aura généralement 

n H n n 

On peut donc énoncer la proposition suivante : 

Théorème III. —- Pour obtenir les diverses racines n'^'^' d'une quan- 
tité géométrique, il suffit de multiplier successivement l'une quelconque 
d'entre elles pctr les diverses racines n'^'"*' de l'unité. 

§ IV. — Fonctions entières. Équations algébriques. 

Nous appellerons /o/2c/io/i entière d'une quantité géométrique une 
somme de termes proportionnels à des puissances entières et positives 
de cette quantité. Le degré de la puissance la plus élevée sera le degré 
de la fonction. Cela posé, si l'on désigne par z une quantité géomé- 
trique variable et par Z une fonction de z entière et du degré n, la 
forme générale de la fonction Z sera 

(i) Z= a-h 65 -h es* -h... -h ^s"-* 4- As", 

a^ b^ c, ...^ g, h désignant des coefficients constants, dont chacun 
pourra être une quantité géométrique. Ajoutons que l'on pourra encore 
écrire l'équation (i) comme il suit 

Si n se réduisait à zéro, la fonction entière Z se réduirait à la con- 
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stante a. Dans toute autre.hypothèse, la fonction Z sera variable avec z 
et son module deviendra infini avec le module de z. En effet, posons 

5 = rp, Z = Rp; 

soit de plus h le module de la constante h et concevons que le mo- 
dule r de z vienne à croître indéfiniment; on verra décroître indéfini- 
ment les modules de z~\ s"^, .. ., s""" et, par suite, le polynôme 

s'approchera indéfiniment de la limite A. Donc, pour de très grandes 
valeurs de r, le module de ce polynôme différera très peu du module h 
de la constante h et le module R de Z, eu égard à la formule (2), diffé- 
rera très peu du module de As", c'est-à-dire du produit 

Donc le module R de Z deviendra infiniment grand avec le module r 
de :; et à une valeur finie du module Rdela fonction Z ne pourra jamais 
correspondre qu'une valeur finie du module r de la variable Z. 

Concevons, maintenant, que Ton attribue à la variable z une valeur 
finie, puis à cette valeur finie un accroissement 

5» — Pdf 

dont le module p soit très petit; et en désignant cet accroissement 
par As, nommons AZ l'accroissement correspondant de la fonction Z. 
Pour obtenir Z -h AZ, il suffira de remplacer z par z -{-1^ dans le se- 
cond membre de l'équation (i), où chaque terme pourra être développé, 
à l'aide de la formule du binôme, en une suite ordonnée selon les 
puissances entières et ascendantes de ^. En opérant ainsi et réunissant 
les termes semblables, on obtiendra le développement de Z-hAZ en 
une suite de termes proportionnels aux puissances entières de ^, d'un 
degré inférieur 011 égal à n. Si de cette suite on retranche la fonction Z 
représentée par le terme indépendant de ^, on obtiendra un reste qui 
sera divisible algébriquement par ^ et qui représentera le développe- 
ment de AZ. Nommons J^"* la plus petite des puissances de ^, comprises 
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dans ce développement. Le quotient, que produira la division de AZ 
parÇ*", sera une fonction entière de J^ qui se réduira, pour une valeur 
nulle de Ç, à une limite finie et différente de zéro. Soient Hp ce quotient 
et^ç la limite dont il s'agit. On aura, non seulement 

mais encore 

et pour des valeurs décroissantes de p l'argument |^ -h mu de AZ 
convergera vers la limite 9 -+- mu. Cela posé, nommons A et B les 
extrémités de deux rayons vecteurs qui, partant du pôle 0, soient 
représentés en grandeur et en direction par les deux quantités géomé- 
triques 

Z, Z-hAZ. 

La longueur AB, représentée géométriquement par AZ et numérique- 
ment par le module Hp**, se mesurera dans une direction qui formera 
l'angle |^ -+■ mu avec Taxe polaire. Si, d'ailleurs, on fait croître le 
module p à partir de zéro, le point B, d'abord appliqué sur le point A, 
décrira un arc dont la droite AB sera la corde et la tangente menée à 
cet arc, par le point A, formera, avec l'axe polaire, un angle égal, non 
plus à la somme J^ -h mu, mais à sa limite * -4- mu. Or, évidemment 
la distance OB sera plus petite que la distance OA, si le point B est 
intérieur à la circonférence de cercle décrite du pôle comme centre 
avec le rayon OA et l'on peut ajouter que cette dernière condition sera 
certainement remplie, pour de très petites valeurs du module p, si la 
tangente menée par le point A à l'arc AB forme un angle obtus avec 
le prolongement du rayon OA, ou, en d'autres termes, si l'angle po- 
laire n, déterminé par la formule 

(3) ll = (S^niu--P, 

offre un cosinus négatif; ce qui aura lieu, par exemple, si l'on a n = u. 
Mais, après avoir choisi arbitrairement pour II un angle dont le cosinus 
soit négatif, on pourra toujours satisfaire à l'équation (3), en attri- 
buant à u une valeur convenable, puisque, pour y parvenir, il suffira 



i 
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de prendre 

(4) va= 

m 

Donc, en définitive, si le module R de Z, correspondant k une valeur 
finie de la variable 5, n'est pas nul, on pourra modifier cette valeur de 
manière à faire décroître le module R: En conséquence, la plus petite 
valeur que pourra prendre le module R ne pourra différer de zéro. 
Mais, quand R s'évanouira, la valeur de 5, d'après ce qui a été dit plus 
haut, devra rester finie, et, puisqu'une telle valeur vérifiera l'équation 

Z:=o, 

on pourra énoncer la proposition suivante : 

Théorème I. — Soient s une quantité géométrique variable et Z une 
fonction entière de z. On pourra toujours satisfaire y par une ou plusieurs 
valeurs finies de 5, à l'équation 

(5) • Z = o. 

Une vajeur finie de :;, qui vérifie l'équation (5), est ce qu'on nomme 
une racine de cette équation. Soit 5' une telle racine, la fonction Z 
s'évanouira avec la différence s — s\ et, si le degré n de cette fonction 
surpasse l'unité, elle sera le produit de s — :;' par une autre fonction 
entière qui devra s'évanouir à son tour pour une nouvelle valeurs" de r, 
et sera, en conséquence, divisible par z — z'\ En continuant ainsi, on 
finira par établir la proposition suivante : 

Théorème II. — Soit z une quantité géométrique variable et 

Z = €n- 65-hc5*4-.. .H- ^'5'»-» 4-/1 5" 

une fonction entière de z du degré n. L'équation 

Z=:0 

admettra n racines, et, si Von nomme 

OEuvres de C. — S. I, t. H. 38 
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ces mêmes racines, on aura identiquement, quel que soit 5, 

(6) Z = A(5-;5'){5-c')...(5-5(«)), 

en sorte que la fonction z sera le produit de la constante h par les facteurs 

linéaires 

z — z\ z — z', ..., z — z^'^K 

Il est bon d'observer que, dans le cas où l'équation (5) se vérifie, le 
terme hz"^ de la fonction z équivaut à la somme de tous les autres, 
prise en signe contraire. Donc alors le module hr" de ce terme doit 
être égal ou inférieur à la somme des modules de tous les autres et, 
si Ton nomme b, c, . . ., g, h les modules des coefficients i, c, . . ., g^ h, 
on doit avoir 

(7) a-f-b/-f-cr*-i-.. .-f-gr"- » — hr"=o. 

Or, cette dernière condition peut s'écrire comme il suit : 

(8) 4 + 4_ + 4_+...+ E_,.=o. 

D'ailleurs, le premier membre de la formule (8) varie, en décrois- 
sant, par degrés insensibles et passe de la limite x à la limite — h, 
tandis que r croît et varie par degrés insensibles en passant de zéro à 
l'infini. Donc ce premier membre s'évanouira pour une certaine valeur 
de r qui vérifiera l'équation 

(9) a-+-br-f-cr*H-.. .-h gr"-» — hr«=zio; 

et, si l'on nomme 1 la racine positive unique de l'équation (9), la con- 
dition (7) ou (8) donnera r < 1. On peut donc énoncer la proposition 
suivante : 

Théorème III.— Les mêmes choses étant admises que dans le théorème If, 
chacune des racines de l'équation proposée offrira un module inférieur à 
la racine positii*e unique de l'équation auxiliaire qu'on obtient lorsqu'on 
remplace dans la proposée chaque terme par son module, en affectant 
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du signe — le terme qui renferme la plus haute puissance de l'inconnue 
et tous les autres du signe -f- . 

Lorsque dans la fonction entière z tous les termes s'évanouissent, à 
l'exception des termes extrêmes a et As**, la formule (5), réduite à 
V équation binôme 

(lO) a-hA^^rrO, 

donne 

et ses diverses racines ne sont autres que les racines n^^^^ du rapport 
a 

§ V. — Sur la résolution des équations algébriques. 

Considérons toujours une équation algébrique, 
(0 Z = o, 

dont le premier membre 

(a) Z=:aH-654-C5'H-.. .-f-^5«->4- hz'^ 

soit une fonction entière de la variable 



les coefficients a, b,c, .. ., g, A'pouvant être eux-mêmes des quantités 
géométriques. Comme on Ta prouvé dans le précédent paragraphe, 
cette équation admettra généralement n racines, c'est-à-dire que l'on 
pourra généralement assigner k z, n valeurs pour lesquelles la fonc- 
tion Z s'évanouira. Résoudre l'équation, c'est déterminer ces racines, 
en commençant par l'une quelconque d'entre elles, et la condition à 
laquelle une méthode de résolution devra satisfaire sera de fournir 
chaque racine avec telle approximation que l'on voudra. Or, le carac- 
tère d'une racine est de réduire à zéro la fonction Z avec son module R, 
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et, si des valeurs successives de z correspondent à des valeurs de R qui 
décroissent sans cesse, en s'approchant indéfiniment de la limite zéro, 
ces valeurs de z formeront une série dont le terme général convergera 
vers une racine de Téquation (i). Donc, pour résoudre cette équation, 
il suffira de faire décroître indéfiniment le module R et l'on pourra 
considérer comme appropriée à ce but toute méthode qui permettra de 
substituer à une valeur finie quelconque de z une autre valeur qui 
fournisse un module sensiblement plus petit de la fonction Z. D'ail- 
leurs, si de ces deux valeurs de z la première n'est pas nulle, on 
pourra considérer la seconde comme composée de deux parties dont 
l'une serait précisément la première valeur de s, à laquelle s'ajouterait 
une valeur particulière d'une variable nouvelle qui aurait commencé 
par être nulle. Donc on peut admettre comme méthode de résolution 
tout procédé qui permet d'assigner à une variable z comprise dans une 
fonction entière Z, une valeur à laquelle corresponde un module R de Z 
sensiblement inférieur au module du terme constant a, qu'on obtient 
en posant dans cette fonction z = o. 

Cela posé, concevons que la valeur générale de Z étant donnée par 
l'équation (2), on considère d'abord le cas où le coefficient é de 5 
difïere de zéro. Si la variable r passe d'une valeur nulle à une valeur 
très peu différente de zéro, la fonction Z passera de la valeur a à une 
valeur peu différente de a et représentée approximativement par le 
binôme ^.a. 

Si d'ailleurs le module de a est très petit relativement au module 
de 6, l'équation (1) offrira pour l'ordinaire une racine très rapprochée 
de zéro et cette racine se confondra sensiblement avec celle de l'équa- 
tion binôme 

(3) a-^bz — o, 

OU, ce qui revient au même, avec la quantité géométrique p^ déter- 
minée par la formule 

(4) P-— X- 
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On pourra donc alors prendre ordinairement la quantité p^ pour 
valeur approchée de Tune des racines de l'équation (i) et c'est en cela 
que consiste la méthode d'approximation linéaire ou newtonienne. 
Toutefois, la valeur pc, attribuée à la variable z ne pourra être admise 
comme valeur approchée d'une racine qu'autant qu'elle fournira un 
module R de Z inférieur au module de a. 

Si» en posant 

(5) • 5 = 00, 

on obtient un module de Z supérieur au module de a, on pourra subs- 
tituer à la valeur précédente de z une autre valeur do la forme 

r étant inférieur à p et convenablement choisi. Effectivement, soient 

a, b, c, ..., g, h 

les modules des coefficients 

a, 6, c, . . . , y, h. 
Le module de 

a -+- bz, 

qui se réduisait à 

a — bp = o 

lorsqu'on prenait z = p„, deviendra 

(7) a — br>o, 

lorsqu'on posera z =r„; alors aussi le module de.la somme 

sera, en vertu du deuxième théorème du paragraphe II, égal ou infé- 
rieur à la quantité positive 

cr*H-. . .H- gr«-*H- hr», 
et, par suite, le module du polynôme 

Z = a 4- ^5 -h c^' -h . . . -+- ^5»-» H- hz'' 
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sera égal ou inférieur à là quantité positive 

a — br-HC/-'-i-. ..-t-gr»-*-!- hr«, 
ou, ce qui revient au même, à la différence 

(8) a — r(b — cr — ...— gr«-*— hr»-»). 

Donc, le module R de Z sera inférieur au module a de la constantes, 
si Ton détermine s à l'aide de l'équation (6), en assujettissant le 
module r à vérifier, non seulement la condition (7), mais encore la 
suivante 

(9) b — cr — .. .— gr«-'— hr'»"*>o. 

D'ailleurs, si l'on nomme r la racine positive unique de l'équation 

(10) b — cr — . . . — gr«"* — h/"'* — o, 

il suffira, pour satisfaire simultanément aux conditions (7) et (9), 
que le module r devienne inférieur au plus petit des deux nombres p 
et r. En conséquence, on peut énoncer la proposition suivante : 

Théorème I. — Soient 

Z = a -h 65 -h C5* -H ^5**-* -h A 5" 

une fonction entière de la variable 5 = r^ et 

a, b, c, ..., g, h 

les modules des coefficients 

a, 6, c, ..., ^, h. 

Supposons, d*ailleurs, que, les coefficients a, b n'étant pas nuls, on 
nomme p^ la racine de l'équation binôme 

et r la racine positive unique de l'équation 

b — cr — . . .— gr""* — hr'*-* = o. 
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Pour rendre le module de la fonction Z inférieur au module de son 
premier terme a, il suffira de poser p = u et d'attribuer au module r 
de z une valeur inférieure au plus petit des deux nombres p, t. 

Nous avons ici supposé que, dans la fonction Z, le coefficient de z 
ne se réduisait pas à zéro. Mais ce coefficient et d'autres encore pour- 
raient s'évanouir. Admettons cette hypothèse, ou, ce qui revient au 
même, supposons la fonction Z déterminée, non plus par l'équation (2), 
mais par une équation de la forme 

(11) Z = a4-65'-f.cz'«-+-...-+-A5'*, 

les nombres /, m, . . ., /i formant une suite croissante. Alors, si le mo- 
dule de a était très petit relativement au module de b, on pourrait, 
dans une première approximation, réduire pour l'ordinaire l'équation 

algébrique 

Z = o 
à l'équation binôme 

(12) a-^ bz^=io. 

De plus, en raisonnant comme ci-dessus, on établirait, à la place du 
théorème I, la proposition suivante : 

Théorème II. — Soit 

une fonction entière de la variable z = r^, et 

a, b, c, ..., h 

les modules des coefficients 

a, 6, c, . . ., h. 

Supposons d* ailleurs que les nombres l^ m, .... n forment une suite 
croissante, et que, les coefficients a, b n'étant pas nuls, on nomme p^ 
l'une quelconque des racines de l'équation binôme 

(12) a -h ^^'=0, • 
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etx la racine positive unique de l'équation 

(i3) b — cr'«-'— ...— hr^-'izio. 

Pour rendre le module de la fonction Z inférieur au module de son 
premier terme a, il suffira de poser p =:z rs, et d'attribuer au module r 
de z une valeur inférieure au plus petit des deux nombres p, r. 

En s'appuyant sur les théorèmes I et II, on pourra, d'une valeur 
nulle de 5, déduire une série d'autres valeurs auxquelles correspon- 
dront des valeurs sans cesse décroissantes du module R de la fonc- 
tion Z. Si ces valeurs décroissantes de R s'approchent indéfiniment de 
zéro, les valeurs correspondantes de z convergeront vers une limite 
qui sera certainement une racine de l'équation (i). Mais il peut arriver 
aussi que les valeurs de R successivement obtenues décroissent sans 
s'approcher indéfiniment de zéro. C'est ce que l'on reconnaîtra sans 
peine en essayant d'appliquer les théorèmes énoncés à la résolution 
d'équations très simples, par exemple, d'équations du second degré. 

En effet, considérons le cas où Z, étant du second degré, l'on aurait 

(i4; Z = « -h 65 -I-C5'. 

Supposons d'ailleurs que, a, h, c étant les modules de a, é, c, on ait 
a = a, ^ = — b, c = c. 

La valeur de Z deviendra 
( 1 5 ) Z = a — b 5 -f- c 5'; 

et les racines pc,» r des équations 

a — b5=:o, b — cr = o 
seront 

a b 

PcT== r' ^ ^^ r' 

^ h c 

de sorte qu'on aura encore 

a 

b' 
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Si d'ailleurs p est supérieur à r, ou, ce qui revient au même, si 
l'on a 

(i6) ac-b'>o, 

alors, pour obtenir un module de Z inférieur au module a, il suffira, 
en vertu du théorème I, de poser 

(17) " ^ = ^r, 

6 désignant un nombre inférieur à l'unité, mais qui pourra varier 
arbitrairement entre les limites o, r; et comme en posiint 

(18) z = 9x-ht:y 

on trouvera 

(«9) z = a'-b'C + cÇS 

les valeurs de a', b' étant 

(20) a'=a — ^(1 — 9)br, b' = (i-.30)b; 

il est clair qu'à la valeur zéro de Z, ou, ce qui revient au même, à la 
valeur ôr de :; correspondra un module de Z, inférieur au module de a, 
et représenté par a'. Il y a plus : comme des formules (20), jointes à 
la condition (iG), on tirera 

(21) a'c — b'*>o, 

il suffira d'appliquer le théorème I à la valeur générale de Z, que 
détermine, non plus l'équation (i 5), mais l'équation transformée (19), 
pour démontrer que le module de Z décroîtra encore si la nouvelle va- 
riable *C passe de la valeur zéro à la valeur 

b' 
c 

étant déterminé par la formule 

e = I — 2 0, 

OF.uvret fie C. — S. I, l. II. 89 
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ou* ce qui revient au même, si la variable z passe de la valeur Or à la 
valeur 6 r(i -h 0). En continuant ainsi, on reconnaîtra que, pour ob- 
tenir des valeurs décroissantes du module de Z, il suffît de prendre 
pour valeurs successives de s les divers termes de la suite 

(22) o, St, ôr(i-he), ôr(i + e-he«), .... 

Or, le terme général de cette suite converge vers la limite 

0r(i-heH-e«-^...) = 74ê'=î'' 

et comme en supposant remplie la condition (i6) on trouve, pour 

I I b 
a = -r = — > 

il est clair que dans cette hypothèse la limite vers laquelle converge le 
terme général de la série (22) ne peut être une racine de l'équation du 
second degré 

(a3) a — bz-+- cc*=o. 

On arriverait aux mêmes conclusions en formant la série des va- 
leurs décroissantes du module R de Z, qui correspondraient aux valeurs 
successives de la variable 5, et Ton reconnaîtrait ainsi que le terme 
général de cette nouvelle série, au lieu de s'approcher indéfiniment de 
zéro, converge vers la limite 

a — (, — ô)rb(i-^e«-he^-^...) = a-^^^^=^br = a-7br, 

I — W* 4 

par conséquent vers la. limite 

a — 7 —, 

supérieure a 7 a. 

La limite vers laquelle converge le terme général de la série (22) 
n'étant pas une racine de l'équation (21), on pourrait être tenté de 
regarder le calcul de cette limite comme inutile à la résolution de cette 
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équation. Mais cette opinion serait une erreur; car si Ton décompose 
la variable s en deux parties, dont la première soit la limite trouvée, 
ou, en d'autres termes, si Ton pose 



2 



il suffira de substituer à la variable z la nouvelle variable J^, pour ré- 
duire Téquation (23) à l'équation binôme 

(24) a'-4-c;*i=o, 

la valeur de a' étant 

I h» 
a =a — T — • 
4 c 

D'ailleurs, les deux racines de l'équation (24) ne sont autres que 
les deux racines carrées du rapport 

Généralement, si au lieu d'une équation du second degré, on consi- 
dère une équation de degré quelconque, la série des valeurs de 2, 
successivement déduites des règles que nous avons énoncées, et cor- 
respondant à des valeurs décroissantes du module R de Z, pourra 
converger vers une limite qui, n'étant pas une racine de l'équation 
donnée, ne fasse pas évanouir le module R. Mais alors il suffira d'at- 
tribuer à cette limite un accroissement représenté par une nouvelle 
variable 2^; puis de substituer Ç à 5, pour obtenir, à la place de l'équa- 
tion donnée, une équation transformée, de laquelle on pourra déduire, 
par l'application des mêmes règles, une nouvelle série de valeurs de J^ 
et, par conséquent, une nouvelle série de valeurs de 5, correspondant 
à de nouvelles valeurs décroissantes du module R. 

En continuant de la sorte, c'est-k-dire en déduisant, s'il est néces- 
saire, des règles énoncées plusieurs séries de valeurs de 5, en déter- 
minant d'ailleurs avec une approximation suffisante les limites vers 
lesquelles convergent les termes généraux de ces séries et en transfor- 
mant l'équation donnée par l'introduction de variables nouvelles qui, 
ajoutées à ces limites, reproduisent la variable s, on pourra, non seule- 
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ment diminuer sans cesse, mais encore rapprocher indéfiniment de 
zéro le module R; par conséquent, on finira par résoudre l'équation 
donnée avec une approximation aussi grande que Ton voudra. Il y a 
plus : cette méthode de résolution peut encore servir à démontrer 
Texistence des racines. I^orsqu'on veut remployer à cet usage, il n'est 
pas absolument nécessaire de considérer les équations auxiliaires (()) 
et (lo) ou (n) et (i3); il suffit d'observer que Ton satisfait aux con- 
ditions requises, par exemple aux conditions (7) et (9), en attribuant 
au module r de :; une valeur infiniment petite; et l'on se trouve ainsi 
ramené au théorème I du paragraphe I\\ par une démonstration qui 
est précisément celle qu'en a donnée M. Argand dans un Article que 
renferme le quatrième Volume des Annales de M. Gergonne, page i33 
et suivantes (* ). C'est encore à cette démonstration que se réduit celle 
que M. Legendre a proposée pour le même théorème dans la seconde 
édition de la Théorie des nombres. D'ailleurs, M. Legendre observe 
qu'en diminuant continuellement le module d'une fonction entière par 
des opérations semblables, répétées convenablement, on parviendra en 
définitive k une valeur de ce module aussi petite que l'on voudra; il 
présente, en conséquence, ce décroissement graduel comme méthode 
de résolution pour les équations algébriques, et surtout comme propre 
à fournir une première valeur approchée d'une racine d'une telle 
équation. Mais le moyen qu'il propose pour conduire le calculateur à 
ce but laisse beaucoup à désirer et consiste à faire décroître le module 
de la fonction entière Z, en attribuant à la variable z une valeur égale 
au produit d'un coefficiont très petit par la racine de l'équation (3), 
ou par une racine de l'équation (12). Du reste, il n'explique pas 
comment on doit s'y prendre pour obtenir un coefficient d'une petitesse 
telle que le module de Z décroisse effectivement, et ne parle pas de 
l'équation (10) ou (i3) qui permet de répondre à cette question. 
Ajoutons que, même en ayant égard a l'équation (10) ou (i3), et en 

(') J'ai en co moment sous les youx un exemplaire de l'Ouvrage dont cet article offre 
le résumé. Cet Ouvrage, qui a pour litre : Essai su/' une mcuiière de représenter les 
quantités imaginaires dans les constructions géométriques, porte la date de 1806. Le nom 
de Tauteur, Robert Argand, de Genève, est écrit à la main. 
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suivant la méthode ci-dessus tracée, on peut être exposé à un travail 
long et pénible, si Ton n'a pas soin de choisir convenablement les 
quantités que la méthode laisse indéterminées; par exemple, le 
nombre désigné par 6 dans la formule (i8). Supposons, pour fixer 
les idées, que l'équation (uS) se réduise à la suivante 

Alors, le rapport - ou t étant réduit à l'unité, le /i'^*"* terme de la 
série (22) sera 

' I — 2 2 

et convergera, pour des valeurs croissantes de /i, vers la limite -• Mais 

il s'approchera très lentement de cette limite, si l'on attribue au 
nombre 6 une valeur peu différente de zéro, à laquelle correspondra 
une valeur de peu différente de l'unité. Donc alors on devra pro- 
longer fort loin la série (22), avant d'obtenir un terme sensiblement 
égal à cette limite; et l'on peut ajouter que les valeurs de R corres- 
pondant aux valeurs successives de z décroîtront très lentement. A la 
vérité, dans le cas présent, on peut déterminer directement la limite 
cherchée. Mais il n'en sera plus de même quand l'équation donnée 
sera d'un degré supérieur au second; et généralement le calcul des 
valeurs successives de z deviendra pénible, si le module R décroit très 
lentement tandis que l'on passe d'une valeur de 5 à la suivante : ce 
qui obligera le calculateur d'effectuer une longue suite d'opérations 
avant que ce module devienne se^sibleipent nul. 

On évitera ces inconvénients, ou du moins on les atténuera nota- 
blement, si, en appliquant à une fonction entière Z le théorème I ou II, 
on attribue à la variable z un module r qui, sans dépasser la plus 
petite des limites indiquées p et r, fasse décroître autant qu'il sera 
possible le module de Z. D'ailleurs, lorsque le coefficient de :; dans Z 
étant différent de zéro, on attribue à la variable 5, avec l'argument C7, 
un module égal et inférieur au plus petit des nombres p, r, le module 
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de Z ne dépasse pas la somme (8), savoir 

(8) a — r(b — cr— ...— gr"-*— hr"-»), 

dont la valeur minimum, inférieure à a, correspond à la valeur 
maximum du produit 

(2b) r(b — cr — . . . — gr**-^ — hr'»-*). 

Enfîn, le produit (25), dont les deux facteurs s*évanouissent, le 
premier quand on pose r = o, le second quand on pose r = r, aura 
évidemment pour maximum une valeur positive correspondant à une 
valeur ^ de r, qui vérifiera la condition 

t<r. 

Donc, la quantité t, inférieure à r, sera la valeur de r à laquelle 
correspondra la valeur minimum de la somme (8), que le module de Z 
ne dépassera point si Ton a r<p. On se trouvera donc naturellement 
conduit à substituer, dans le théorème J, t à r; on pourra même ré- 
duire le module r de 5 à celle des deux quantités p, r qui fournira le 
plus petit module de Z; et Ton obtiendra ainsi, pour la résolution des 
équations algébriques, la méthode nouvelle et très simple qui fera 
l'objet du paragraphe suivant. 

§ VI. — Méthode nouvelle pour la resolution des équations 

algébriques. 

Soit toujours 
une fonction entière de la variable 



= r, 



Comme on Ta expliqué dans le paragraphe V, on pourra résoudre 
une équation algébrique quelconque à l'aide de tout procédé qui four- 
nira pour la variable s une valeur à laquelle corresponde un module R 
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de la fonction Z, sensiblement inférieur au module a du premier- 
terme a. 

Cela posé, considérons d'abord le cas où, la valeur de Z étant donnée 
par l'équation (i), le coefficient 6 de 5 diflere de zéro. Alors une mé- 
thode de résolution très simple pourra évidemment se déduire du 
théorème que nous allons éhoncer. 

Théorème I. — Soient 

(i) Z = a -h 6« -hC5'4-.. .-h^z'»-*-h hz'^ 

une fonction entière de la variable z = r,,, et 

a, b, c, ..., g, h 

les modules des coefficients 

a, 6, c, . . . , g^ h. 

Supposons d'ailleurs que, les coefficients a, b n'étant pas nuls, on 
nomme p„ la racine, de l'équation binôme 

(a) a-hbz = o 

ettla valeur de rpour laquelle le produit 

(3) r(b — cr— ...— gr«-«— lir»->) 

devient un maximum, ou, ce qui revient au même, la racine positive 
unique de l'équation 

(4) b — 2 or — . . . — (/i — Ogr*»-* — /ihr'*-* = o. 

Pour rendre le module de la fonction Z inférieur au module de son 
premier terme a, il suffira de réduire ce module ^ à la plus petite des 
deux valeurs qu'il obtient quand on pose successivement 

z -=Z Pc, z =Z tç,. 

Démonstration. — Lorsque, l'argument de z étant égal à u, le mo- 
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dule de s est égal ou inférieur à p, ie module du binôme a-h bz se 

réduit à la différence 

a— br; 

par conséquent, le module de Z ne surpasse pas la somme 

(5) a — br-hcr*-!-. ..-hg/'-' -hhr*. 

D'autre part, le produit (3), qui croîtra en passant d'une valeur 
nulle à sa valeur maximum, tandis que r croîtra depuis zéro jusqu'à t, 
sera toujours positif dans cet intervalle. Donc pour rpt, on aura 

(6) cr'-f-.. .-r gr^-'-f-hr'»>br. 

Or, il résulte immédiatement de cette dernière formule que, si l'on 
réduit le module rau plus petit des deux nombres p, t, la somme (5), 
et à plus forte raison le module R de Z, offriront des valeurs inférieures 
au module a. Donc le plus petit des modules de Z, correspondant aux 
valeurs p^, %„ de 5, sera certainement inférieur au module a. 

Corollaire. — Il est bon d'observer que, si l'on considère le pro- 
duit (3) comme fonction de r, ce produit, qui croît toujours avec r 
quand on fait varier rentre les limites o, t, off'rira dans cet intervalle 
une dérivée toujours positive. Donc, pour r<r, on aura toujours 

b — 2cr— . .. — (/i — Og/*»"* — /ihr"-*> o, 

OU, ce qui revient au même, 

br — 2cr* — ... — (/i — i) gr"-* — n h r" > o, 

puis on en conclura 

(7) br — cr' — . . .— gr"-*— hr'»>c/*H-. . .4-(/i — !2)gr'»-*4- (/i — i)hr«. 

Or, en vertu de cette dernière formule, qui entraîne évidemment 
avec elle la condition (6), le module a surpassera la somme (5) d'une 
quantité supérieure au nombre a déterminé par la formule 

(8) af=cr*-l-. . .-h (/i — a)gr'»-'-f- (/i — Oh/*". 



MÉMOIRE SUR LE CALCUL INTÉGRAL. 3i3 

Donc, par suite, le module R de Z deviendra inférieur à la différence 
a — a, si Ton pose 5 = r^y en prenant pour r le plus petit des deux 
nombres, p, t; et à plus forte raison si Ton réduit le module R à la 
plus petite des deux valeur^ qu'il acquiert quand on pose successive- 
ment 5= p^, ;; =tCT. 

Ajoutons que le nombre a ne s'évanouira jamais, si ce n'est dans 
le cas particulier où, les coefficients c, ...,g^, A s'évanouissant tous 
simultanément, le polynôme Z se trouverait réduit au binôme a -f- bz. 
D'ailleurs dans ce cas particulier l'équation algébrique Z = o se ré- 
duirait précisément à l'équation binôme a-hô^ = o, dont la racine 

est5=p^=-|. 

Considérons maintenant le cas où dans la fonction Z le coefficient 
de z s'évanouirait, ou, ce qui revient au même, supposons cette fonc- 
tion déterminée, non plus parla formule (i), mais par une équation 
de la forme 

Alors, au théorème I on pourra substituer la proposition suivante : 

Théorème II. — Soient 

(9) Z = a -h bz'^cz'^-^,..-^ hz"" 
une /onction entière de la variable z = r^, et 

a, b, c, ..., h 

les modules des coefficients 

a, by C, . . ., /r. 

Supposons y d'ailleurs y que les nombres l^m^ ...y n formant une suite 
croissante, et que les coefficients a, b n'étant pas nuls, on nomme p^ 
rune quelcorujue des racines de l'équation binôme 

(10) a-\-bz'=zo. 

Enfin, soit t la valeur de r, pour laquelle le produit 

(11) r'(6 — cr'"-'— ...— A/"*-') 

OEuvres de C. ~ S. I, t. Il l\0 
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devient un maximum, ou, ce qui revient au mime, la racine positive 
. unique de l'équation 

(12) /b — mer'"-' — . . .— nhr*-' — o. 

Pour rendre le module de la fonction Z inférieur au module de son 
premier terme a, il suffira de réduire ce module à la plus petite des deux 
tyaleurs qu'il obtient quand on pose successivement 

Démonstration. — Lorsque, Fargument de z étant égal à ct, le module 

de 5 est égal ou inférieur à p, le module du binôme a -h bsf se réduit 

à la différence 

a — br'; 

par conséquent le module de Z ne surpasse pas la somme 
(i3) a — br'-+-cr'"-h.. .•+- h/". 

D'autre part, le produit (11), qui croîtra en passant d'une valeur 
nulle à sa valeur maximum, tandis que r croîtra depuis zéro jusqu'à t, 
sera toujours positif dans cet intervalle. Donc pour r<t, on aura 

(i4) c/'«-h...-h hr'»< br'. 

Or, il résulte immédiatement de cette dernière formule que, si Ton 
réduit le module rau plus petit des deux nombres p, t, la somme (i3) 
et, à plus forte raison, le module de Z offriront des valeurs inférieures 
au module a. Donc, le plus petit des modules de Z correspondant aux 
valeurs p^, x„ de 5, sera certainement inférieur au module a. 

Corollaire. — Il est bon d'observer que, si Ton considère le pro- 
duit (i i) comme une fonction der, ce produit, qui croît toujours avec r 
quand on fait varier r entre les limites o, i, offrira dans cet intervalle 
une dérivée toujours positive. Donc, pour r<^x, on aura toujours 

( 1 5 ) /b r'-» — me r"»-» — . . . — /i h r"-* > o, 
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OU, ce qui revient au même, 

/br' — mer'" — . . . — /ih/'*>o; 
puis on en conclura 
(i6) br'— cr"» — ...— Iir"> T^* — i\cr"»-h. . .-h fj — i^Ur^. 

Or, en vertu de cette dernière formule, qui entraine évidemment 
avec elle la condition (i4)f 1^ module a surpassera la somme (i3) 
d'une quantité supérieure au nombre a déterminé par la formule 

(17) ^~ ( 7 — •)c/-'"-H...-f- (y — I Uw». 

Donc, par suite, le module R de Z deviendra inférieur k la quantité 
a — a, si Ton pose z = r^, en prenant pour r le plus petit des deux 
nombres p, t, et à plus forte raison si Ton réduit le module R à la plus 
petite des deux valeurs qu'il acquiert quand on pose successivement 
s = p„, 3 = x„. Ajoutons que le nombre a ne s'évanouira jamais, si ce 
n'est dans le cas particulier où, les coefficients c, ..., g, A s'éva- 
nouissant tous simultanément, le polynôme Z se trouverait réduitau 
binôme a -h bz'. D'ailleurs, dans ce cas particulier l'équation algé- 
brique Z = o se réduirait précisément à l'équation binôme a 4- 65^ = 0, 
dont les racines se confondent avec les racines de degré / du rapport 

— T' Tune d'elles étant p^. 

L'application du théorème I ou II aux fonctions entières, qui repré- 
sentent les premiers membres d'une équation algébrique et de ses 
transformées successives, fournit, pour la résolution de cette équation, 
une méthode et des formules précises qui ne renferment plus de quan- 
tités indéterminées et arbitraires, analogues au nombre du paragraphe 
précédent. A la vérité, pour déduire cette méthode des principes 
exposés dans le paragraphe précédent, il suffit d'attribuer aux indé- 
terminées dont il s'agit des valeurs spéciales, en prenant, par exemple, 
= -. Mais, comme ces valeurs spéciales sont précisément celles qui 
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font décroître plus rapidement le module de la fonction entière donnée, 
ou du moins certains nombres que ce module ne dépasse point, elles 
seront aussi généralement celles qui rendront les approximations plus 
rapides. 

Supposons, pour fixer les idées, que Ton applique la nouvelle mé- 
thode à la formule (23) du paragraphe V, c'est-à-dire à Téquation du 
second degré 





a — b« -A- cz* = o. 


en supposant toujours 


ac — b'>o. 


On trouvera 




a 


1 b 

2 C 


puis, en prenant 





et' 



et faisant pour abréger a'=a — a, on obtiendra immédiatement la 

transformée 

a'-hcC' = o, 

dont les deux racines coïncident avec les racines carrées du rapport 

a' 
On retrouvera donc ainsi Téquation (24) du paragraphe V; et ce 

qu'il importe de remarquer, on aura été conduit à cette équation, non 
plus par la recherche de la limite vers laquelle converge le terme 
général d'une série formée avec des valeurs successives de la variable s, 
mais par la détermination d'une seule valeur de cette même variable. 
S'il arrivait que la fonction Z offrît, à la suite de son premier 
terme a, un ou plusieurs autres termes dont les coefficients fussent 
sensiblement nuls, on pourrait, en se servant du théorème I ou II 
pour déterminer un module de Z inférieur à celui de a, faire abstrac- 
tion de ces mêmes termes, sauf à constater ensuite que le module 
trouvé de Z, quand on a égard aux termes omis, reste inférieur au 
module de a. Cette remarque permet d'employer la nouvelle méthode 
à la résolution d'une équation numérique donnée, dans le cas même où 
l'application rigoureuse des théorèmes I et II aux premiers membres 
des transformées de cettç équation ferait décroître très lentement, après 
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un certain nombre d'opérations, les modules de ces premiers membres. 
On sait que Ton peut toujours ramener la résolution d'une équation 
algébrique au cas où cette équation n'offre pas de racines égales. 
D'ailleurs, lorsque à l'aide de la nouvelle méthode on sera parvenu 
a une valeur très approchée co d'une racine simple d'une équation 
algébrique, 

(i8) Z = o, 

alors, en posant 

(19) ^=:W-+-C, 

on transformera Z en une fonction de 2[ dans laquelle le terme constant 
sera sensiblement nul, tandis que le coefQcient de 21 différera sensible- 
ment de zéro. Quant au coefficient de ÎJ", il se réduira précisément au 
coefficient de s" dans la fonction Z. Donc, dans l'hypothèse admise on 
trouvera 

(20) z=:û-hK-+-fC*-l-:..-hgÇ«->-hhÇ''; 

dy b, c, ..., désignent de nouveaux coefficients dont le premier a 
offrira un module très petit, tandis que le module de b différera sensi- 
blement de zéro. Donc alors, en vertu du théorème I, il faudra, pour 
rendre le module de Z inférieur au module de a, poser 

(31) û-hK = o, 

ou, ce qui revient au même, 

et, par suite, la nouvelle valeur approchée de la racine simple, qui 
différait peu de a>, sera celle que détermine la formule 

(33) JS^ÛJ— g- 

Ainsi, la nouvelle méthode, appliquée à la résolution d'une équation 
algébrique, finira par coïncider, après un certain nombre d'opérations, 
avec la méthode linéaire ou newtonienne. 
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NOTE II. 

RÉDUCTION DBS QUANTITÉS 6Ê0MÉTIIIQUB8 A LA PORSI X + \y. 

D'après ce qui a été dit dans la Note précédente, Tunité a pour 
racines quatrièmes les deux quantités algébriques 

qui sont en même temps ses deux racines carrées, ou, ce qui revient 
au même, les racines de l'équation binôme a:*=i, et les deux quantités 
géométriques 

1 i 

qui sont en même temps les racines carrées de — i, ou, ce qui revient 

au même, les racines de l'équation binôme ar^ = — i . 

La dernière de ces racines, ou i„, est précisément la quantité géomé- 

f 

trique que l'on désigne par la lettre i. Cela posé, comme on aura 

j 1 i j 

il est clair que les deux quantités géométriques ir, — \r se mesureront 
sur une même droite perpendiculaire h l'axe polaire, mais en sens 
inverse. 

Lorsque la quantité géométrique r^ a le pôle pour origine, son extré- 
mité peut être censée avoir pour coordonnées polaires les quantités 
algébriques r, />, et pour coordonnées rectangulaires les quantités 
algébriques ^, v, liées à r,/? par les formules 

(i) xi=rcos/>, yrzrsin/>. 

Alors aussi, pour arriver à l'extrémité de la longueur r^, il suffit de 
porter, à partir de l'extrémité de l'abscisse x, et sur une perpendicu- 
laire à l'axe polaire pris pour axe des x^ l'ordonnée v, représentée en 
grandeur et en direction par la quantité géométrique ij. En d'autres 
termes, la quantité géométrique r^ est la somme des quantités géomé- 
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triques x, \y. On a donc 

(a) rp-=ar-i-iy z=r(cos/>-4- î sinp); 

puis, en posant r= i, 

(3) ip= cos/> 4- i sin/?. 
On aura, de même, 

(4) i_p=cos/> — isin/> 
et, par suite, 

(5) cos/?=-^ ^, sin/>= ^^. ~^ * 

Si Ton désigne à l'aide de la seule lettre z la quantité géométrique r^, - 
réquation'(2) donnera 

(6 5=zx-\'\y. 

Ainsi /OM/e quantité géométrique z pourra être réduite à la forme 
X -f- iy, X, y étant deux quantités algébriques dont la première sera 
ce que nous appellerons Impartie algébrique de z. 

NOTE III. 

SÉRIES DONT LES TERMES GÉNÉRAUX SONT DES QUANTITÉS GÉOMÉTRIQUES, 
FONCTIONS DIVERSES DE CES QUANTITÉS. 

Les règles établies pour la convergence des séries, dans mon Analyse 
algébrique, peuvent être facilement étendues au cas où les termes 
généraux de ces séries sont des quantités géométriques. 

Considérons, pour fixer les idées, une série de quantités géomé- 
triques 

5(^ 50), ^(5), ..., 5(«), ..., 

prolongée indéfiniment dans un seul sens. Le terme s^"^ correspondant 
à l'indice n sera le terme général Ae^ cette série. Soit d'ailleurs 



r 



320 MÉMOIRE SUR LE CALCUL INTÉGRAL. 

la somme de n premiers termes. La série sera dite convergente, lorsque, 
pour des valeurs ^croissantes de /i, la somme s^^^ convergera vers une 
limite fixe s\ et alors cette limite s sera ce que nous appellerons la 
somme de la série. Dans le cas contraire, la série sera divergenxe et 
n*aura plus de somme. 

Soit maintenant r"^ le module du terme général 5^"^ et nommons t 
la limite unique ou la plus grande dos limites vers lesquelles converge, 
pour des valeurs croissantes de /i, l'expression 

c'est-à-dire la racine /i'^""* du module de s^*^ I^ nombre t sera ce que 
nous appellerons le module de la série proposée, et, par des raisonne- 
ments semblables à ceux dont j'ai fait usage dans mon Analyse algé- 
briqucy on établira sans peine la proposition suivante : 

Théorème I . — Une série de quantités géométriques 

Zi^\ 5(», 5(«), ..., 5(«^ ..., 

prolongée indéfiniment dans un seul sens, est toujours convergente lorsque 
son module t est inférieur à l'unité, toujours divergente lorsque le mo- 
dule ^ surpasse l'unité. 

Si le terme général s^"^ est proportionnel à la n'^™* puissance d'une 
certaine variable s = r^, en sorte qu'on ait 

le coefficient a^"^ pouvant être une quantité géométrique, alors en 
nommant p le module de la série qui a pour terme général a ''^ on trou- 
vera 

et l'on déduira immédiatement du théorème I la proposition sui- 
vante : 



MÉMOIRE SUR LE CALCUL IiNTÉGRAL. 321 

Théorème IL — La série 

ordonnée suivant les puissances ascendantes de la variable s, est cônver- 
gente ou divergente suivant que le moduler de z est inférieur ou supérieur 

à -> t désignant le module de la série 

a<«>, a^^\ a^^\ ..., a^«', ... 

formée avec les coe//icients des puissances successives de s. 

Une quantité géoiaétrique est dïle fonction de plusieurs autres lors- 
qu'elle varie avec elles. 

Dans la première Note, nous avons déjà considéré diverses fonctions 
de quantités géométriques, spécialement celles que fournissent Taddi- 
tion ou la soustraction de ces quantités, leur multiplication ou leur 
division, et leur élévation à des puissances entières. La formation des 
séries convergentes dont les termes généraux renfermeraient une ou 
plusieurs quantités géométriques variables, fournira de nouvelles fonc- 
tions de ces quantités, et parmi ces fonctions on devra distinguer les 
sommes de séries convergentes ordonnées suivant les puissances as- 
cendantes d'une seule variable z. 

Considérons, en particulier, la série 

z 5* 

I, — > > 

11.2 • 

qui a pour terme général > et qui ne cesse jamais d'être con- 
vergente. La somme de cette série sera représentée, si z est algébrique, 
par l'exponentielle de ^*, en sorte qu'on aura dans ce cas 

5 Z' 

(i) e-=i-\ 1 h..., 

11.2 

e étant la base des logarithmes hyperboliques ou népériens. D'ailleurs, 
pour que la formule (i) s'étende à tous les cas possibles, il suffira de 

OEuvrei de C, — S. I, i. II. "4' 



322 MÉMOIRE SUR LE CALCUL INTÉGRAL. 

concevoir que Ton se serve de cette formule, lors même que ia va- 
riable 3 est une quantité géométrique, pour définir Vexponentietlc e'. 
Ajoutons que, si Ton pose 

(2) a=e«, 

a désignant une quantité algébrique quelconque, on pourra supposer 
V exponentielle a* généralement définie par h formule 

(3) rt==e«. 

Ces conventions étant admises, on prouvera aisément que les pro- 
priétés connues des exponentielles subsistent pour des exposants quel- 
conques, même quand ces exposants sont des quantités géométriques. 
D'ailleurs, les exponentielles e*, a* étant définies par les formules (i) 
et (2), leur définition entraînera celle des logarithmes pris dans le 
système qui a pour base le nombre e ou a, c'est-à-dire des exposants 
qu'il faut attribuer à cette base, pour obtenir des quantités géomé- 
triques données. 

Si, dans la formule (i), on réduit à zéro la partie algébrique de 5; si 
Ton pose, par exemple, z = ip,p étant un angle quelconque, alors, en 
ayant égard aux formules 



on trouvera 



^ I .a 1 .2.3.4 '^ '^ i a. 3 



e^p=2 vosp -h i sin/> = ip. 

On aura donc, par suite, 

(4) e'P = ip, ^•a'=i_^, 

et les formules (5) de la Note II donneront 

e^p-^e~^p . p'/' — e~*P 

(5) cos/>= , ^inp=z --. 

Si dans ces dernières formules on écrit z au lieu de/?, on obtiendra 
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les suivantes 

(O) COSZ= y S\nz:= — : ! 

et pour que coss, sina, se trouvent définis dans tous les cas possibles, 
il suffira d'étendre les équations (6) au cas même où la lettre s désigne 
une quantité géométrique. 

NOTE IV. 

FONCTIONS CONTINUKS DE QUANTITÉS GÉOMÉTRIQUES. 
DIPPÉRENTIKLLES DK CES QUANTITÉS ET DE CES FONCTIONS. 

Soient 

z = rp et Z = R,. 

deux quantités algébriques, mesurées dans un plan donné, à partir du 
pôle 0, ou plus généralement à partir de deux points fixes pris pour 
origines, jusqu'à deux points mobiles A, B. Z sera une fonction de s, 
si le mouvement du point A détermine le mouvement du point B; et 
cette fonction sera continue, si à un mouvement infiniment petit du 
point A correspond toujours un mouvement infiniment petit du point B. 
Alors a un accroissement infiniment petit A:; de la variable :; corres- 
pondra toujours un accroissement infiniment petit AZ de la fonction 
elle-même. Si cette condition était remplie seulement entre certaines 
limites de la variable z, et pour certaines positions du point mobile A, 
par exemple, quand ce point serait compris entre deux lignes données, 
la fonction Z ne serait continue qu'entre ces limites. 

Désignons maintenant par {(s) la valeur de Z exprimée en fonction 
de :;. Si Ton attribue à z un accroissement infiniment petit As, l'ac- 
croissement correspondant 

de la fonction {(z) supposée continue sera lui-même infiniment petit. 

Mais le rapport 

AZ _ ((z^Az)-Ç(z) 
^^ àz ""■ àz 
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conservera généralement une valeur finie. Si, d'ailleurs, on fait con- 
verger Iz vers la limite zéro, il arrivera souvent que le rapport (i) 
convergera vers une limite unique et finie. Cette limite, que Ton 
nomme la dérivée de la fonction Z, s'indique à l'aide de la notation Z' 
o\xA\z), ou bien encore à l'aide de la notation D,Z ou D, f(5). Si, 

tandis que As s'approche de zéro, le rapport ^ ne s'approchait pas 

indéfiniment d'une limite unique et finie, la dérivée X ou f'(^) devrait 
être censée acquérir une valeur infinie ou multiple ou indéterminée, 

A7 

savoir : une valeur infinie, si le module du rapport j- croissait indéfi- 
niment; une valeur multiple ou indéterminée, dans le cas contraire. 
Les différentielles dz^ dZ de la variable z et de la fonction Z ne sont 
autre chose que des quantités géométriques dont le rapport est préci- 
sément la limite du rapport entre les accroissements infiniment 
petits As, AZ. En conséquence, dZ est liée à dz par la formule 

(2) ^rriD^Z ou C^=:D,Ze/-5, 

dans laquelle la différentielle dz de la variable indépendante z reste 
arbitraire. 

En général, les différentielles de plusieurs quantités géométriques ne 
sont autre chose que de nouvelles quantités géométriques, dont les 
rapports se réduisent aux limites des rapports entre les accroissements 
infiniment petits des premières. 

NOTE v. 

SUR LES RELATIONS QUI EXISTENT ENTRE LES RÉSIDUS DBS FONCTIONS 
ET LES INTÉGRALES DÉFINIES. 

I^s équations (21), (28), (24) et (i)) du paragraphe II sont du 
nombre do celles qu'on obtient en cherchant les relations qui existent 
entre les résidus des fonctions et les intégrales définies. Ces équations, 
qui prennent une forme très simple quand on fait usage du signe C, 
Coïncident avec quelques-unes de celles que contient le premier Vo- 
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lume des Exercices de Mathématiques (* )♦ et sont toutes comprises dans 
une formule générale que renferme le Mémoire lithographie à Turin 
en i83i (^). Dans cette formule, qui se réduit à 






/{s)nszds^2i:iC{/(z)], 



s peut être censé représenter une quantité géométrique variable r^, 
mesurée à partir du pôle jusqu'à un point mobile A, s Tare mesuré 
sur une courbe fermée LMN, entre une origine fixe C et le point mo- 
bile A, et c le périmètre entier de la courbe. On suppose d'ailleurs 
l'arc s mesuré dans un sens tel que, cet arc venant à croître, son ex- 
trémité A ait, autour d'un point fixe très voisin et situé à l'intérieur 
du contour LMN, un mouvement de rotation direct, c'est-à-dire pareil 
au mouvement de rotation qu'indiquerait, pour le rayon mobile OA, 
une valeur croissante de l'angle polaire p. Enfin, on suppose que, pour 
toutes les valeurs de z auxquelles correspondent des points situés à 
l'intérieur de la courbe LMN, la fonction /(s) et sa dérivée restent 
continues, quand elles ne deviennent pas infinies, et que, dans ce 
dernier cas, on peut trouver une puissance entière de As, qui, mul- 
tipliée par f(z 4- As), fournisse pour produit une fonction de Az qui 
reste continue avec sa dérivée. Ajoutons que, dans le second membre 
de la formule (i), le résidu intégral indiqué par le signe c s'étend 
seulement à celles des racines de l'équation 

auxquelles correspondent des points situés à l'intérieur du con- 
tour LMN. 

Il est bon d'observer que la formule (i) s'étend au cas même où à la 
courbe LMN on substituerait un contour fermé quelconque, par 
exemple, le contour d'un polygone dont les côtés seraient rectilignes 
ou curvilignes. Alors l'intégrale que renferme le premier membre de 

(») OEmres de Cauc/tf, S. II, T. VI. 

(«) lùid.. S. 11, T. XV. ' , . 
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l'équation (i) se trouverait remplacée par la somme de plusieurs inté- 
grales correspondant aux divers côtés du polygone. 

NOTE VI. 

SUR L'àNALOGIB DBS PUISSANCES ET DES D1PF6IB!«CIîS. 

Les formules du paragraphe III fournissent un moyen facile d'établir 
rigoureusement l'analogie des puissances et des différences, déjà si- 
gnalée par divers auteurs, et spécialement par M. Brisson. D'ailleurs 
ces formules et les applications qu'on peut en faire à l'intégration des 
équations différentielles ou aux dérivées partielles, ont été reproduites 
avec de nouveaux développements dans le second Volume des Exercices 
de Mathématiques ( * ). 

NOTE VII. 

SUR L*INTfiGRATION DES ÊQUATIO.NS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES 
A COEFFICIENTS CONSTANTS. 

Les formules données dans le paragraphe IV, pour l'intégration des 
équations différentielles linéaires à coefficients constants, peuvent être 
* aisément réduites à celles que j'ai plus tard établies et démontrées fort 
simplement dans les Exercices de Mathématiques. Ainsi, par exemple, 
si l'on fait usage du signe C, et si l'on a égard à l'équation (24) du 
paragraphe II, la formule (48) du paragraphe IV, qui représente l'in- 
tégrale générale de Téquation linéaire 

(0 F(l),)wrrr/(0, 

pourra s'écrire comme il suit 

les diverses puissances de U devant être remplacées, dans le déve- 
loppement de la fonction ttEtîT — ' P^^ '^^ quantités 

(») OEuvres de Cauclty, S. II, T. IL 
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qui expriment les valeurs particulières de 

correspondant à une valeur nulle de U. 

NOTE VIII. 

SUR l'intégration DBS ÉQUATIONS LINÉAIRKS AUX DÉRITÊBS PARTIELLES. 

Les formules qui sont renfermées dans les paragraphes V, VJ, VII 
et qui se rapportent h l'intégration des équations linéaires sous des 
conditions données, ont été plus tard reproduites en partie, souvent 
démontrées d'une autre manière, dans divers Mémoires, et spéciale- 
ment dans celui qui a pour objet V Application du calcul des résidus auw 
questions de Physique mathématique. Parmi ces formules, il en est 
quelques-unes qui, au premier abord, peuvent laisser au lecteur des 
doutes sur la question de savoir si elles s'accordent entre elles. Il est 
bon d'éclaircir cette difficulté et de prouver, en particulier, que les 
résultats obtenus dans le paragraphe VI s'accordent avec ceux que 
l'on a déduits de la formule (20) du paragraphe VII. On y parviendra 
de la manière suivante : 

Je commencerai par observer que, dans la formule (20) du para- 
graphe VII, le signe du second membre doit être choisi, non pas arbi- 
trairement, mais de manière que la valeur de Q soit positive et que, 
en conséquence, Q représente, comme il est dit à la page 272, la valeur 
numérique de çXpi) correspondant à une racine réelle de l'équation 

9(pi) = i. 
Il en résulte que, si l'on pose 

a étant positif, on aura Q = 2a, et que, par suite, l'équation (39) du 
paragraphe VII entraînera la formule (43)» entièrement semblable à 
la formule (i3i) du paragraphe VI. 
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II reste à faire voir que l'équation (54) du paragraphe VII s'accorde 
pareillement avec la formule (87) du paragraphe VI. Pour y parvenir, 
il suffit de prouver que, dans la formule (54) du paragraphe VII, la 
valeur de R peut être réduite à 

(1) R = Dp[(AB -^ p») sînap — (B — A )p cosap], 

p étant une quantité algébrique et en même temps une racine de 
l'équation 

(a) (AB -+-p')sinrtp — (B — A)pcosap = o, 

OU, ce qui revient au même, de l'équation 

(3) . (A — pi)(B-+-pi)<?«P'=(A-hpi)(B — pi)e-«P*. 

Or, effectivement, la valeur de R que détermine l'équation (i) peut 
être présentée sous la forme 

R~— i f [(A— pi)ePi^'-(A-hpi)e-Pi^«][(B— pi)<?P<i^-«>'-(B-f-pi)ePt«-t^>i]€/pL, 
et, en vertu de la formule (3), elle peut être réduite à 

«' ''=i^î.r[ """'""~'*"""""' ]'-'>- 

la valeur de '|(a) étant 

(5) ^(a) = (A — a)(B-h«)e««. 

D'ailleurs, en vertu de la formule (4)» le rapport . . sera évi- 
demment positif et, par suite, la formule (49) du paragraphe VII. 
dans laquelle Q désigne une quantité positive, devra être réduite à 

(6) • .Q ^" 



d'où l'on conclura que la valeur de /(x) peut être censée déterminée 
par l'équation (54) du paragraphe Vil. jointe à la formule (i). 
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Mémoires (le r académie des Sciences, t. XXII, p. 687; i85o. 



Je viens aujourd'hui appeler rattention des géomètres sur une 
nouvelle branche de Calcul intégral qui me paraît devoir contribuer 
aux progrès de la Mécanique moléculaire, et qui a pour objet l'intégra- 
tion des équations linéaires à coefficients périodiques. 

J'appellerai fonction périodique d'une ou plusieurs variables indé- 
pendantes a?, V, 5, ... celle qui ne sera point altérée quand on fera 
croître ou décroître ces variables de quantités représentées par des 
multiples de certsims paramétres a, b, c, ... en faisant varier x d'un 
multiple de a, y d'un multiple de b, z d'un multiple de c, .... Des 
équations linéaires à coefficients périodiques ne seront autre chose que 
des équations linéaires différentielles ou aux dérivées partielles, dans 
lesquelles les diverses dérivées des inconnues auront pour coefficients 
des fonctions périodiques des variables a;, j, 5, . . . ou de variables re- 
présentées par des fonctions linéaires de a?, ^, 2, . . . Enfin, j'appelle- 
rai paramétres trigonométriques les quotients a, 6, y, qu'on obtiendra 
en divisant la circonférence itz par les paramètres donnés a, b, c, 

Dans les équations linéaires et à coefficients périodiques auxquelles 

(») Présenté dans la séance du 10 décembre 1849. 

OEuvres de C. — S. I, t. U. 42 
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on se trouve conduit par la Mécanique moléculaire, les coefficients 
sont, en général, fonctions des coordonnées, mais indépendants du 
temps t; et alors on peut obtenir des intégrales particulières qui four- 
nissent pour les inconnues des valeurs représentées par des produits 
dont un seul facteur renferme le temps, ce facteur étant une exponen- 
tielle dont l'exposant est proportionnel à /. Lorsque Texponentielle 
dont il s'agit sera une exponentielle trigonométrique, les intégrales 
trouvées deviendront isochrones, c'est-à-dire qu'elles fourniront, pour 
valeurs des inconnues, des fonctions périodiques du temps. 

Les intégrales particulières dont nous venons de parler seront géné- 
ralement imaginaires ou symboliques, mais elles ne cesseront pas pour 
cela d'être applicables à la solution des problèmes de Mécanique ou de 
Physique; car, si l'on réduit les valeurs symboliques des inconnues à 
leurs parties réelles, ces parties réelles satisferont encore aux équa- 
tions données. 

Une propriété remarquable d'une fonction périodique de x,y, z^ ... 
c'est qu'elle peut être développée en une série ordonnée suivant les 
puissances ascendantes et descendantes des exponentielles trigonomé- 
triques dont chacune a pour argument le produit d'une variable par le 
paramètre trigonométrique correspondant. Dans chaque terme de la 
série, le facteur constant est rc[)Tésenté par une intégrale définie mul- 
tiple, les intégrations étant effectuées entre les limites x = o, x =za; 
y = o,y = b; 5 = 0, z = c; .... Le terme constant de la série est la 
valeur moyenne de la fonction entre ces limites. D'ailleurs, il est im- 
portant d'observer que si une fonction périodique u renferme avec les 
variables indépendantes .r,v, 5, ... d'autres quantités A, ^, .. . la valeur 
moyenne de w, considérée comme fonction de A, k, . .'. pourra changer 
de forme quand on changera les valeurs de A, ^ (' ). 

(1) Ainsi, par exemple, la fonction périodique 



a pour valeur moyenne zéro, ou l'unité, suivant que le module de k est supérieur ou 
inférieur au module de //. 
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Ces principes étrfht admis, concevons d'abord que, dans les équa- 
tions linéaires données, les coefficients cessent d'être périodiques 
et deviennent constants. Alors, on pourra satisfaire aux équations 
données en supposant les valeurs des diverses inconnues proportion- 
nelles à une seule exponentielle dont l'exposant sera représenté par 
une fonction linéaire des variables indépendantes. Cette exponentielle, 
que j'appellerai V exponentielle caractéristique y se trouvera d'ailleurs 
multipliée dans les diverses inconnues par de§ coefficients divers dont 
les équations linéaires données feront généralement connaître les rap- 
ports. 

En opérant comme je viens de le dire, on obtient seulement des 
intégrales particulières d'un système donné d'équations linéaires et à 
coefficients constants. Ces intégrales, qu'on peut appeler élémentaires, 
représentent, en effet, dans les questions de Mécanique moléculaire, 
les mouvements élémentaires, ou, en d'autres termes, les mouvements 
simples et par ondes planes. Ajoutons que l'exponentielle caractéristique 
correspondant h un système quelconque d'intégrales élémentaires 
peut se déduire directement de Y équation caractéristique ii laquelle on 
parvient en éliminant entre les équations données toutes les inconnues, 
à l'exception d'une seule. 

Concevons maintenant que, dans un système d'équations linéaires, 
les coefficients redeviennent périodiques, mais diffèrent peu de leurs 
valeurs moyennes. Après avoir développé ces coefficients en séries 
ordonnées suivant les puissances ascendantes et descendantes des ex- 
ponentielles trigonométriques ci-dessus mentionnées, on pourra sub- 
stituer aux inconnues des développements de même forme, puis égaler 
entre eux, dans les deux membres de chaque équation, les coefficients 
des puissances semblables de ces exponentielles. On obtiendra ainsi 
des équations auxiliaires qui seront encore linéaires, mais à coeffi- 
cients constants, et qui serviront à déterminer les divers termes des 
développements des inconnues, ou plutôt les coefficients des exponen- 
tielles trigonométriques dans ces divers termes. Dans l'hypothèse 
admise, c'est-à-dire lorsque les coefficients périodiques renfermés dans 
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les équations données différeront peu de leurs valeurs moyennes, les 
séries qui représenteront les développements des inconnues seront 
ordinairement convergentes, et Ton pourra exprimer les valeurs des 
diverses inconnues par des produits de deux facteurs, dont Tun sera 
une exponentielle caractéristique propre à vérifier le système des équa- 
tions auxiliaires, l'autre facteur de chaque produit étant un coefficient 
périodique. 

Étant donné un système quelconque d*équations linéaires à coeffi- 
cients périodiques, les intégrales particulières qui fourniront pour les 
inconnues des valeurs représentées par des produits de cette sorte, 
seront celles que je désignerai spécialement sous le nom à'intégrcUes 
élémentaires. 

Il est important d'observer que, dans un système d'intégrales élé- 
mentaires d'équations à coefficients périodiques, l'exponentielle carac- 
téristique offre ordinairement une valeur différente de celle qu'on 
obtiendrait si l'on réduisait chaque coefficient périodique a sa valeur 
moyenne. Cette observation est surtout utile lorsque les équations 
données se rapportent à une question de Mécanique ou de Physique, 
spécialement à la théorie du son ou à celle de la lumière. 

ANALYSE. 

Pour montrer une application très simple des principes exposés 
dans ce Mémoire, concevons que l'inconnue a doive vérifier l'équation 
linéaire aux dérivées partielles 

(l) J)<«=zKI)xH, 

K étant mug fonction périodique de x, qui ne soit pas altérée quand on 
fait croître ou décroître la variable j?, supposée réelle, d'un multiple 
A\x paramétre a. Posons d'ailleurs 

" a 

Enfin, nommons k^ la valeur moyenne de la fonction K, en sorte 
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qu'on ait • 

A^o=- f Kcia:, 



^0 



et sort pareillement k^ la valeur moyenne du produit Ke""***, n étant 
une quantité entière quelconque, positive ou négative. La formule 

(q) k = X:o-f- A^i^**» -h A:,e«*'i -h. . . h- k^^e-^^-h k.^e-^^^ -h . . . , 

fournira le développement de la fonction K en une série ordonnée 
suivant les puissances entières ascendantes et descendantes de Texpo- 
nentielle e^K Si, d'ailleurs, la fonction K diffère peu de sa valeur 
moyenne k^, on pourra, dans une première approximation, réduire K 
à A,, et la formule (i) à l'équation 

(3) |),« = Xol>x«. 

Or, cette dernière équation, linéaire et à coefficients constants, sera 
vérifiée, si Ton pose 

(4) «=:Ae«'-^", 

M, S, A désignant trois constantes dont les deux premiftes soient liées 
entre elles par la formule 

(5) s = kQu; 

et la valeur que l'équation (4) fournira pour l'inconnue a représen- 
tera non seulement ce que nous appelons une intégrale élémentaire de 
l'équation (3), mais encore une intégrale approchée de l'équation (i). 
Si, maintenant, on veut obtenir, non plus une intégrale approchée, 
mais une intégrale exacte de l'équation (i), on pourra supposer la 
fonotion « développée aussi bien que la fonction K en une série or- 
donnée suivant les puissances ascendantes et descendantes de l'expo- 
nentielle e***. Faisons, en conséquence. 

L'équation (i) sera vérifiée si, après y avoir substitué les valeurs 
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de K et «, tirées des formules (2) et (6), on égale entre eux les coeffi- 
cients des puissances semblables de Texponentielle e'^\ renfermés 
dans les deux membres. On obtiendra ainsi les équations auxiliaires 

( 1)/ — Xto D ,) «0 = ^-1 ( Dx -h a i ) «, -H . . . -f- A-, ( Dx — a i ) «_t -h . . . , 

[D/— A-o(I)x-^ ai)]«,= A-_,(l)j,-f-2ai)«,4-...-f- A-,D,«o-+-- • •» 

(7) \ » 

Or, ces équations, toutes linéaires et à coefficients constants, seront 
vérifiées, si Ton suppose les inconnues 

**0> **!> **J» •••» ^-1> **-l» ••• 

toutes proportionnelles à une seule exponentielle caractéristique de la 
forme 

en sorte qu'on ait 

(8) Bo=Aoe«'-^", «,=z:A,e«'^", ..., .«,,== A., e«'"^" 

et si, d'ailleurs, on assujettit les constantes 

Uy 5, Ao» Al, • • «9 A_|, . . . 

à vérifier les équations 

. j (A:-^,)Ao=X:_,(i4.^)A.-+....4-Ar,(^i-^')A-,-+...., 

(10) I 

l 

Alors aussi, en posant pour abréger 

(11) A = Ao-h Aje*''^- A,e»«^'-h. . .-+- A_ie-=^'-h A_,e--«'iH-. . ., 
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on tirera des formules (6) et (8) 

Cette dernière est semblable à la formule (4), mais avec cette 
différence que le coefficient A, constant dans la première, devient pé- 
riodique dans la seconde. Ajoutons que la valeur de la constante s, dé- 
terminée dans l'équation (4) par la formule (5), se déduira, dans l'équa- 
tion (12), de la formule (9), dans laquelle on devra substituer la valeur 
de k tirée des équations (10). Remarquons enfin que la formule (12) 
est ici tirée d'une méthode qui suppose la série (11) convergente et, 
par suite, la valeur de K généralement peu différente de sa valeur 
moyenne k^,. Cette supposition étant admise, le calcul des valeurs de 

K, Aq, Aj, Aj, . . . > 

déterminées par les formules (10), pourra s'exécuter comme il suit : 
Concevons que, n étant un nombre entier quelconque, on néglige 
dans les seconds membres des formules (10) tous les termes qui ren- 
ferment les quantités 

A/i^-i, A/t^_], ...» A—(n-k-i)9 A_.(«4.j), .... 

Alors on obtiendra 2/î4-i équations qui détermineront, avec Tin- 
connue k, les rapports des inconnues 

Ao» A|, Aj, '•>» A^; A_|, A— j, >••» A_/|. 

Toutefois les valeurs ainsi trouvées, pour ces rapports et pour la 
constante k, seront seulement approximatives. Mais, si n vient à croître 
indéfiniment, ces valeurs approximatives convergeront vers des limites 
qui seront les valeurs exactes de l'inconnue k et de ces rapports. 

Il est important d'observer que, le nombre entier n venant à croître, 
le degré de l'équation en A, toujours représenté par le nombre 2/1-1-1, 
croîtra également. Mais, parmi les 2/1 -h i racines de cette équation, 
on devra choisir évidemment celle qui aura pour valeur approchée k^. 
D'ailleurs à cette racine, prise pour valeur de k, correspondra un 
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système unique de valeurs des rapports 

A| A.f An -A— I ^— î A_ij 

Ao Ao Aq Ao A^ A0 

La méthode d'intégration que nous venons d'appliquer à l'équa- 
tion (i) s'appliquerait pareillement à une équation de la forme 

(i3) D?8 = KI)i«, 

K étant toujours une fonction périodique de x, et généralement aux 
systèmes d'équations linéaires à coefTicients périodiques auxquels on 
se trouve conduit par les problèmes de Mécanique ou de Physique. 
Dans le cas où les coefficients périodiques différeront peu de leurs va- 
leurs moyennes, on obtiendra, en opérant comme on vient de le dire, 
des intégrales particulières, en vertu desquelles les inconnues se trou- 
veront représentées par des produits de deux facteurs dont l'un sera 
une exponentielle caractéristique déterminée de manière à vérifier un 
certain système d'équations auxiliaires à coefficients constants. Quant 
à l'autre facteur, il se réduira simplement à un coefficient périodique. 
Ces intégrales particulières seront celles que nous désignerons sous le 
nom A^ intégrales élémentaires. La méthode que nous venons d'indiquer 
fournira les intégrales élémentaires développées en séries, elle sup- 
pose d'ailleurs que les développements trouvés sont convergents. 
Dans certains cas spéciaux, on pourra obtenir ces intégrales élémen- 
taires en termes finis. C'est ce qui arrive, par exemple, pour l'équa- 
tion (i), ainsi qu'on va le faire voir. 

Les quantités s, u étant deux constantes et A une fonction de x^ il 
est clair qu'on pourra toujours satisfaire a l'équation (i) par une va- 
leur de « de la forme 

(i4) «^Ae***-^", 

caç, si l'on substitue cette valeur de « dans l'équation (i) et si Ton 
pose, pour abréger, 

(i5) H^«_^, 
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on obtiendra la formule 

(i6) i^=-H, 
que l'on vérifie en posant 

(17) A = e-/"^'. 

Si, maintenant, K est une fonction périodique de a?, qui ne varie pas 
quand on y fait croître x de a, il en sera de même de la fonction H, qui 
pourra être développée en une série ordonnée suivant les puissances 
ascendantes et descendantes de Texponentielle trigonométrique e**', 

la valeur de a étant — ; et alors, en posant 
ori trouvera 



/ 



He/a7 = Agj?H :( A, €**•-+-. .. — h^^e-^^ — , . .)-*-const. 



Par suite A se réduira simplement a une fonction périodique de a?, 
si Ton choisit 5 de manière que h^ s'évanouisse. Or, h^ étant la valeur 
moyenne de H, la condition énoncée sera remplie si Ton pose 

s = ku, 

k 
k étant choisi de manière que la valeur moyenne de i — -g s'évanouisse, 

ou, ce qui revient au même, si Ton détermine ^ et ^ à l'aide des for- 
mules 



(i8) s=ku, 






D'ailleurs, on reconnaîtra facilement que l'intégrale élémentaire 
fournie par l'équation (i4) jointe aux formules (i5), (17) et (18), 
coïncide avec l'intégrale que donne le développement en série, effectué 
h l'aide de la méthode ci-dessus indiquée dans le cas où la fonction 
périodique K diffère* peu de sa valeur moyenne k^. 
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MÉMOIRE SUR LES VIBRATIONS 

D UN DOUBLE SYSTÈME DE MOLÉCULES 

ET DE L'ÉTHER 
CONTENU DANS UN CORPS CRISTALLISÉ (M- 



Métnoires de l'Acculémie des Sciences, l. XXU, p. 399; i85o. 



Dans ce Mémoire, après avoir reproduit les équations qui repré- 
sentent les mouvements finis ou infiniment petits d*un double système 
de molécules; je considère, en particulier, le cas où les équations dont 
il s'agit sont linéaires et à coefficients périodiques, et je fais voir 
comment de celles-ci on peut déduire d'autres équations linéaires, 
mais à coefficients constants. Ces dernières équations, que je nomme 
auxiliaires, peuvent d'ailleurs être censées déterminer les valeurs 
moyennes des inconnues que renferment les équations primitives. 
Mais, comme j'en fais la remarque, elles sont généralement distinctes 
de cellesauxquelles on parviendrait, si dans les équations primitives 
on remplaçait chaque coefficient périodique par sa valeur moyenne. 
Cette observation, très importante dans la Physique mathématique, 
explique à elle seule un grand nombre de phénomènes relatifs au* 
théories du son et de la lumière; par exemple, les singulières influences 
des milieux cristallisés sur les vibrations de l'éther. Elle montre 
comment il arrive que ces milieux peuvent tantôt éteindre la lumière, 
tantôt produire les divers phénomènes lumineux et, en particulier, la 
polarisation chromatique. C'est, au reste, ce que j'expliquerai plus en 

v') Présenlé dans la séance du 17 décembre 1849. 
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détail dans de nouveaux Mémoires qui offriront le développement des 
principes posés dans celui-ci. 

ANALYSE. 

§ I. — Équations de l' équilibre d*un double système de molécules. 

Considérons deux systèmes de molécules qui coexistent dans une 
portion donnée de l'espace. Rapportons d'ailleurs les positions des 
atomes dont se composent ces molécules à trois axes coordonnés rec- 
tangulaires; et soient, dans un premier instant, d:,jK, z les coordonnées 
d'un atome m appartenant au premier système, ou d'un atome m, appar- 
tenant au second système; X, Y\ Z les projections algébriques de la 
force accélératrice qui sollicite l'atome m sur les axes coordonnés. 
Ces projections devront s'évanouir, avec la force dont il s'agit, s'il y a 
équilibre; en d'autres termes, les conditions d'équilibre de l'atome m 
seront 

(i) * X = o, Ynro, Zi=o. 

Pareillement, si l'on nomme X,, Y,, Z, les projections algébriques 
de la force accélératrice qui sollicite, au premier instant, non plus 
l'atome m, mais l'atome m,, les équations d'équilibre de ce dernier 
atome seront 

(2) X, = o, Y, = o, Z, = o. 

Considérons, en particulier, le cas où la force accélératrice appliquée 
à l'atome m ou m,, qui est censé coïncider avec le point (or, y, s), ré- 
sulte uniquement d'actions exercées sur cet atome par tous les autres. 
Supposons, d'ailleurs, que l'action mutuelle de deux atomes soit pro- 
portionnelle à leurs masses et à une certaine fonction de leur distance. 
Enfin, nommons : 

m, m, les masses de deux atomes distincts de m, et appartenant, l'un 
au premier système de molécules, l'autre au second; 

r, r, les distances qui séparent, au premier instant, l'atome m des 
atomes m et m/. 
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mmr/(r), itim,r, f(r,) les actions exercées sur l'atome m par les 
atomes m et m,, chacune des fonctions/(r}, f(r,) étant positive ou 
négative, suivant que l'atome m est attiré ou repoussé; 

X, y, z les projections algébriques de la distance r sur les axes coor- 
donnés; 

X,, y,, z, les projections algébriques de la distance r, sur les mêmes 

axes. 

On aura non seulement 
(3) r« = x*H-y*-+-zS 



(4) r;=x«H->7-^z*, 

mais encore 

\ = Smx/(r)4-S/ii,x,f(r,), 

(5) { Y=Smy/(r)4.Sm,y,f(r,), 



I 

v = : 

( Z =Smz/(r)H-Sm,z, f(r,), 

la sommation qu'indique chaque signe S s'étendant à tous les 
atomes m^ ... distincts de m» qui composent les molécules du premier 
système, ou a tous les atomes m, qui composent les molécules du 
second système. Ajoutons que les valeurs de X , Y^, Z, se trouveront à 
leur tour déterminées par trois équations semblables aux formules (5), 

§ II. — Équation du mouvement d'un double système de molécules. 

Concevons à présent que le double système de molécules passe de 
l'état d'équilibre à l'état de mouvement, et soient, au bout du temps /, 
i. Y), X, les déplacements de l'atome m, mesurés parallèlement aux axes 
coordonnés ; JT, '^, 3 les projections algébriques de la force accélératrice 
qui sollicite l'atome m. Les équations du mouvement de cet atome 
seront de la forme 

(I) D?;=J, l)?Y) = U. D?î = 3. 

Si, d'ailleurs, on nomme \, \, v,, X,, t),, 3, ce que deviennent $, 
Y], X,, J[, t), 3, quand on substitue l'atome m, à l'atome m, on aura 
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Soient, maintenant, r-hp, r,-hp, ce que deviennent, au bout du 
temps / et dans l'état de mouvement, les distances r, r/qui dans l'état 
d'équilibre séparaient l'atome m des atomes m et m,. Supposons, de 
plus, qu'on indique, à l'aide de la lettre caractéristique A ou A,, les 
accroissements que reçoivent i, yj, s ou ^,, y),, JJ, quand on passe de 
l'atome m ou m, à l'atome //i ou m . La longueur r ^- p aura évidemment 
pour extrémités les deux points dont les coordonnées respectives 
seront 

et 

:i?-+-x4-|-+-A|, /-hy-hTi-f-At}, 5-+-z-hÇ4-AÇ; 

pareillement la longueur r,-hp, aura pour extrémités les deux points 
dont les coordonnées respectives seront 

^4-x,-h$,-+-A,Ç„ /-+-y,-^r},-+-A,Y)„ 5 -+-z,-h C,-h A,?,. 

Par suite, les projections algébriques de la longueur r-hp sur les 
axes coordonnés seront 

x-4-A^, y-hAY), z-hAÇ; 

et les projections algébriques de la longueur r,-hp, sur les mêmes 
axes seront 

X, — ^-+-?,H-A,?„ y,— y}-hyï,-4-A,Yî„ z,— : -+- ?,-+- A,:,. 

Cela posé, lorsqu'on passera de l'état d'équilibre à l'état de mouve- 
ment, les formules (3), (4) du paragraphe I se trouveront évidem- 
«lent remplacées par les suivantes 

(3) (r -h p)'= (X -+- Aç)'-+- (y -\- AYî)--h (z -h AOS 

(4) (r,-hp,)*=(x,— $4-i4-A,i)»4-(y,-rî4-rï,4-A,yï,)«4-(z,-î'-hC,4-A,C,)S 

et les formules (5) du paragraphe I par les suivantes 

(5) Jr = Sm(x-hA^)/(r-+-p)-hS/n,(x, — ?-f-i4-A,?,)f(r,4-p,), 
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Ajoutons que des équations de même forme fourniront les valeurs 
de Jr,. %, 3,. 

Supposons» maintenant, que les actions mutuelles des alomes du 
premier système décroissent, quand la distance augmente, assez rapi- * 
dément pour que Ton puisse développer, à l'aide du théorème de Taylor, 

les différences finies 

A;, Ayï, a: 

en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes de x, y, z. Ces 
séries pourront être immédiatement déduites des équations de la forme 

par conséquent, de la formule symbolique 

(6) i4-A = e^'"''^^^"\ 
Si, pour abréger, l'on suppose 

la formule (6) deviendra 

(7) i4-A = tfS 
et Ton en tirera 

(8) A = e»— I. 
Pareillement, si l'on suppose 

^,lf A,Y)„ A,Ç, 

développables en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes 
de X,, y,, z,, alors, en posant, pour abréger, 

t,3=x,DxH-y,D^4-z,D„ 
on pourra déduire ces séries de la formule symbolique 

(9) i-hA, = e»'. 
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§ III. — Mouvements infiniment petits d'un double système 
de molécules. 

Considérons, dans le double système de molécules donné, un mou- 
vement vibratoire, en vertu duquel chaque atome s'écarte très peu de 
la position qu'il occupait dans un état d'équilibre du système. Si Ton 
cherche les lois du mouvement, celles du moins qui subsistent, 
quelque petite que soit l'étendue des vibrations moléculaires, alors, en 
regardant les déplacements 

If Y), C; ;„ Yî„ C„ 

et leurs différences finies comme des quantités infiniment petites du 
premier ordre, on pourra négliger les produits, les carrés et les puis- 
sances supérieures, non seulement de ces déplacements et de leurs 
différences, mais aussi des quantités p, p,. Cela posé, les formules (3) 
et (4) du paragraphe II donneront 

(0 p = j;: > 



et les formules (2), (5) du même paragraphe donneront 

/ D?$=L?+Rr,-hQ:4-L,$, + R,$, +0,2:,, 
(3) D?Yî = R$4-Mï)4-Pî:4-R,i-hM,-n,-hP,C„ 

les valeurs de 



L, M, N, P, Q, R, 
L„ M,, N„ P„ Q„ R„ 



étant déterminées par les formules symboliques 

L=Sm[/(r)^^D,/(r)]A~Sm,[f(r,)-hî^D,f(rj], 



P =SmÇDr/(r)A-Sm,^D,.f(r,), 
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et 

L, = S/n,|^f(r,)-)-^D,,f(r,)](i + A,) 

P, = Sm,^D,,f(r,)(n-A,), ...; 

maintenant on pose, comme dans le paragraphe précédent, 

i = xD,-t-yD, + zD., i, = x,Dj,-Hy,D^+z,D., 

alors, en ayant égard aux formules symboliques 

A = e' — 1 , 1 + A, = «'-, 
et en posant d'ailleurs 

I G = Sw/(r)(e'-i)-Sm,f(r,), 
<^> j„^S^I>,/(r)(e.-i')-S^D,.f(r,)f 

I G, = Sw,f(r,)«S 

(5) ) m 

^ ' JH,= S^D,f(r,)eS 

on aura simplement 

(6) L=G+I)ÎH, .... P=I),D^1I, 

(7) L,= G,+ DiH, P,= 1)J),.H 

et, par suite, les formules (3) deviendront 

D?$= G^ -hD, (I)„H^ -HD,Hr) -t-D^HÇ) 
-H G,?, + D, ( l)„H,f,-t- D,H,ti,-i- D«.H,Ç,). 

D»r)= Gfl +D, (D„HÇ -(-D,Hn -+- D^HÇ) 

(8) ^ 
+ G,Y),-.- D, (D»H,£,+ l)„H,-n, + D«,H,Ç,), 

D?Ç= Gî +D„,(D„HJ H-mHr) +D„,HO 
H- G,ç, + D„,(D„H,?,+ I)„H,ïi,H- I)„,H,Î,). 

Ajoutons que, si l'on échange entre eux les deux systèmes de mo- 
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lécules donnés, on obtiendra, non plus les équations (6), mais trois 
équations de même forme, qui, jointes aux équations (6), pourront 
servir à déterminer les valeurs des six inconnues 

If fïy Ç; l,y T0„ Ç„ 

en fonctions des quatre variables indépendantes x, y, :;, /. 

D'après ce qu'on vient de voir, les équations du mouvement d'un 
double système de molécules sont des équations linéaires. Les coefS- 
cients qu'elles renferment sont généralement variables avec les coor- 
données x,,v, z. Mais, ces coefficients étant nécessairement réeli?, il en 
résulte qu'on peut considérer les déplacements effectifs 

?, TO, Ç; ï„ T0„ ç, 

comme représentant les parties réelles d'inconnues imaginaires qui 
satisferaient à ces mêmes équations. Ces inconnues imaginaires, que 
je désignerai par les notations 

h "^f Ç; 4,» fi,f ç"„ 

sont ce que j'appellerai les déplacements symboliques d'un atome m du 
premier système et d'un atome m, du second système. 

§ IV. — Mouvements infiniment petits d'un système de molécules, place 
en présence d'un autre système dont chaque molécule reste sensiblement 
immobile. 

Si les molécules du premier des systèmes donnés, comparées aux 
molécules du second, sont bien supérieures en nombre, mais douées 
de masses beaucoup plus petites, alors dans un mouvement vibratoire 
les déplacements 

d'un atome du second système seront généralement très petits par 

rapport aux déplacements 

If rif Ç 
OEuvres de C. — S. I, t. U. 44 
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d'un atome du premier. Alors aussi, en négligeant 5 , /],, Ç, vis-k-vis de 
$, Yj, ^, on réduira les équations (3) du paragraphe III aux formules 



j j);$ = L$+Rt)^Q;, 
I)?r,r=R?-t-Mr,-+.PC, 



(0 

et les équations (8) du même paragraphe RixiC formules 

(2) ] (I)? — G)Yî^l),(D„lf;-^l),Ho^I)»vH;), 



(D?- G): =r l)^(r)„H^4- l)JI/î ^ D^HC); 

les valeurs de 

G, H, L, M, N, \\ Q, R 

étant fournies par les équations (4) et (6) du paragraphe III. 

Il est naturel de supposer que les atomes du fluide éthéré, dans 
lequel se propagent les vibrations lumineuses, sont de beaucoup supé- 
rieurs en nombre aux molécules des corps, mais doués de masses 
beaucoup plus petites. Si Ton admet cette supposition, la théorie de la 
lumière pourra se déduire complètement Ou système des équations (i), 
ou, cô qui revient au même, du système des équations (2). 

Ajoutons que, dans le cas où les systèmes de molécules donnés se 
réduisent à un seul, on se trouve de nouveau conduit aux équation§ (i) 
et (2). Seulement alors les formules (4) du paragraphe III se réduisent 

aux suivantes 

• 

(3) G :== Sm/(r)(e»-i), H = S ^ \)j(r)(e^^ .^). 

§ V. — Moui^ements vibratoires des àorps homogènes. 

Lorsque chacun des systèmes de molécules donnés est homogène, 
on peut, dans une première approximation, réduire les coefficients 
variables que renferment les équations différentielles d'un mouvement 
vibratoire infiniment petit à des quantités constantes. Alors aussi, en 
éliminant entre ces équations toutes les inconnues à l'exception d'une 
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seule, on obtient une équation définitive que nous avons nommée 
Yequation caractéristique. Soient 8 l'une quelconque des inconnues et 

(1) ^ V«=:0 

Téquation caractéristique, V étant de la forme 

(2) V = F(D/.D^,D^,D=). 

Supposons, d'ailleurs, qu'après avoir écrit 

5, Uy i^, H' 

au lieu de 

D„ D;,, Dy, W 

on prenne 

(3) .S = F(5,M, i%iV). 

5, regardé comme fonction de s, sera d'un degré n équivalent au pro- 
duit qu'on obtient en multipliant par G le nombre des systèmes de 
molécules donné, ou plutôt le nombre de ceux dont les atomes restent 
sensiblement immobiles. Par suite, l'équation Irnéaire (i) sera du 
sixième ordre, si l'on fait vibrer un système unique de molécules; du 
douzième ordre si l'on fait vibrer deux systèmes de molécules; etc. 
D'ailleurs, comme je l'ai montré dans les Exercices d'Analyse et de 
Physique mathématique, on pourra non seulement exprimer par une 
intégrale définie sextuple la fonction principale « assujettie à vérifier, 
quel que soit /, l'équation (i). et pour / = o, les conditions 

(4) H = o, D/« = o, ..., DJ*"*» = o; 

mais encore réduire la détermination des diverses inconnues à l'éva- 
luation de la fonctioit principale, en supposant que l'on connaisse la 
position initiale de chaque atome, et sa vitesse initiale. 

Au reste, la méthode d'intégration que je viens de rappeler suppose 
que les équations linéaires données sont à coefficients constants; mais 
cette supposition n'est pas toujours conforme à la réalité. Concevons, 
pour fixer les idées, que l'on considère un double système de mole- 
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cules, et que les atomes dont se composent ces molécules appartiennent, 
les uns à un corps cristallisé, les autres au fluide lumineux ou éthéré 
que renferme ce corps. Alors, comme je l'ai remarqué dans un Mémoire 
présenté à l'Académie des Sciences le i*"" avril 1839, les molécules du 
corps, ou plutôt les atomes dont elles se composent, exerçant une cUtrac- 
tion sur les molécules éthérées, ces dernières se rassembleront en plus 
grand nombre dans le voisinage d'un atome du corps et, par suite, la 
densité de l'éther pourra varier sensiblement d'un point de l'espace à 
l'autre dans un très petit intervalle. Il y a plus : comme l'ont remarqué 
les minéralogistes, les centres de gravité des molécules d'un corps 
cristallisé composent un système réticulaire divisé en cellules ou alvéoles 
par trois systèmes de plans rectangulaires ou obliques, mais parallèles 
à trois plans fixes. Un tel système jouit de propriétés diverses étudiées 
avec soin par M. Bravais, et doit être censé renfermer des molécules 
similaires, dont les atomes correspondants occupent, dans les diverses 
cellules, des positions semblables. Par suite aussi, les atomes du fluide 
éthéré doivent être distribués de la même manière dans toutes les 
cellules. Cela posé, les équations linéaires qui représenteront les mou- 
vements vibratoires, infiniment petits et simultanés, d'un cristal 
homogène et du fluide éthéré qu'il renferme, seront évidemment 
analogues à celles que j'ai considérées dans le précédent Mémoire; en 
d'autres termes, elles seront linéaires, mais à coefficients périodiques. 
Si, dans ce cristal, Iqs plans réticulaires divisent l'espace en rhomboïdes 
dont chacun ait pour arêtes trois paramètres désignés par a, b, c, les 
divers coeflîcients seront des fonctions périodiques de coordonnées 
parallèles à ces arêtes, et ces fonctions ne seront point altérées quand 
on fera croître ou décroître chaque coordonnée d'un multiple du para- 
mètre qui lui correspond. Si, d'ailleurs, ces coordonnées sont obliques, 
rien n'empêchera de prendre pour variables indépendantes, outre le 
temps, des coordonnées rectangulaires, dont les coordonnées obliques 
seront évidemment fonctions linéaires. 

Ces principes étant admis, si l'on veut déduire de l'analyse les lois 
des vibrations de l'éther dans un corps cristallisé, on aura évidemment 
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à intégrer un système d'équations linéaires, non plus à coefficients 
constants, mais à coefficients périodiques. Il en sera de même, s'il 
s'agit de déterminer les vibrations propres de ce corps; et générale- 
ment les équations de cette espèce pourront être appliquées à l'étude 
d'un grand nombre de phénomènes en Physique ou en Mécanique. 

Cela posé, considérons un mouvement vibratoire représenté par un 
système d'équations linéaires à coefficients périodiques. Soient a l'une 
quelconque des inconnues et K l'un quelconque des coefficients pé- 
riodiques, dans les équations dont il s'agit. K sera une fonction pério- 
dique ou des trois coordonnées rectangulaires or, j, s, ou du moins de 
trois coordonnées obliques r, i), 3, liées aux coordonnées rectangu- 
laires J7, j, 3, par trois équations du premier degré, et ne variera pas 
quand on fera croître ou décroître r, i), 3 de quantités représentées par 
des multiples de trois paramètres donnés a, 6, e. Si, maintenant, on 
pose 
.fi., in ^ 27: 27r 

(5) « = — » ^^iT' y = "r' 

a , ' c 

la fonction périodique K pourra être développée en une série ordonnée 
suivant les puissances ascendantes des exponentielles trigonomé- 
triques 

e"S C«»)% eY^*, 

en sorte qu'on aura 

(6) K = Sk,a r6.rref''^'eJn^ef''y^'\ 

; 

la sommation qu'indique S s'étendant à toutes les valeurs entières, 
positives, nulles ou négatives des quantités /, /', l"; et pour satisfaire 
aux équations données, il suffira de développer non seulement chaque 
coefficient, mais encore chaque inconnue, en une série de même forme, 
en posant, par exemple, 

( 7 ) « = SHtoLjBj'ye^'^'^ef'^^^eny^, 

puis d'égaler entre eux, dans les deux membres de chacune des équa- 
tions obtenues, les coefficients des puissances semblables des exponen- 
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tielles 

gOLXi^ e«ï)î, eY^i. 

En opérant comme on vient de le dire, et supposant que dans les 
développements des inconnues on néglige les termes où la somme des 
valeurs numériques des trois quantités 

surpasse un nombre donné N, on obtiendra un nombre fini d'équations 
auxiliaires qu\ renfermeront, à la place de l'inconnue a, les inconnues 

**o» **«f **6> **y> **ix> »j6> **iY» • • • » **a,6> • • • > 

dont la première, «„, représentera précisément la valeur moyenne de », 
considéré comme fonction de r, î), 3; puis, en éliminant de ces équa- 
tions toutes les inconnues, à l'exception d'une seule, on formera une 
équation caractéristique 

(8) n«o— o. 

Ajoutons qu'on pourra, si l'on veut, à l'aide d'éliminations, réduire 
les équations auxiliaires à ne contenir d'autres inconnues que celles 
qui sont analogues à «o» P^r conséquent, celles qui représentent les 
valeurs moyennes des divers déplacements atomiques. 

Il importe d'observer quejes équations auxiliaires ainsi obtenues 
différeront, en général, même pour une valeur infinie du nombre N, 
de celles auxquelles se réduiraient les équations proposées, si l'on y 
remplaçait chaque coefficient périodique par sa valeur moyenne. 
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Dans le Mémoire lithographie, sous la date d'août i836, et dans celui 
que j'ai présenté à TAcadéraie, le 17 juin 1839 (*)» j'^^ recherché ce 
que deviennent les équations des noouvements infiniment petits d'un 
ou même de deux systèmes homogènes de points matériels, quand 
elles acquièrent la propriété de ne pouvoir être altérées, tandis que l'on 
fait tourner les axes coordonnés autour de l'origine, c'est-à-dire, en 
d'autres termes, quand les systèmes donnés deviennent isotropes. 
Mais, dans cette recherche, les coefficients que renfermaient les équa- 
tions linéaires données étaient supposés rédiiits a des quantités con- 
stantes; et, comme j'en ai fait la remarque, cette supposition n'est pas 
toujours conforme à la réalité. Dans un grand nombre de problèmes 
de Physique et de Mécanique, les équations linéaires auxquelles on se 
trouve conduit renferment des coefficients, non plus constants, mais 
périodiques. Il est vrai qu'alors l'intégration de ces équations linéaires 
et à coefficients périodiques peut être ramenée à l'intégration d'autres 
équations linéaires, à coefficients constants, savoir, de celles que j'ai 

(>) Présenté dans la séance du «iS décembre 1849* 

(* \ f^oir le Tome VIII des Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences» et 
je Tome I des Exercices d'Analyse et de Physique mathématique. {Œuvres de Cauchr, 
S. I, T. IV, et S. Il, T. XI.) 
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désignées sous le nom Adéquations auxiliaires, et qui déterminent les 
valeurs moyennes des inconnues. Mais, la forme de ces équations 
auxiliaires étant plus générale que celle des équations primitives, il 
devient nécessaire de généraliser les formules qui s'en déduisent, et 
spécialement celles qui représentent les mouvements infiniment petits 
des systèmes isotropes. Ajoutons qu'on peut obtenir aisément ces der- 
nières formules, sans le secours du Calcul intégral, en s'appuyant sur 
quelques théorèmes fondamentaux relatifs aux fonctions isotropes de 
coordonnées rectilignes, c'est-à-dire aux fonctions qui ne sont pas 
altérées quand on fait tourner les axes coordonnés autour de l'origine. 
Parmi ces théorèmes nous nous bornerons à citer le suivant : 

Théorèmr. — Une fonction isotrope des coordonnées rectilignes de 
trois points dépend uniquement des distances de ces points à l'origine, de 
leurs distances mutuelles et de la somme alternée dont la sixième partie 
représente, au signe près, le volume du tétraèdre dont ces distances sont 
les arêtes. 

Remarquons, d'ailleurs, que le carré du volume d'un tétraèdre étant 
une fonction entière des carrés des six arêtes, on pourra réduire toute 
fonction isotrope des coordonnées rectilignes de trois points à une 
fonction de six quantités variables. Ajoutons qu'une telle fonction 
deviendra hémiirope, si elle change de signe avec les coordonnées 
elles-mêmes. 

Quand on veut appliquer le théorème que nous venons d'énoncer a 
la recherche des conditions d'isotropie d'un système de points maté- 
riels, il convient de remplacer les trois équations qui déterminent les 
déplacements d'un point, mesurés parallèlement aux axes coordonnés, 
par l'équation unique qui détermine, pour le même point, le déplace- 
ment mesuré parallèlement à un quatrième axe, arbitrairement choisi. 
En opérant ainsi, on se trouve immédiatement conduit aux équations 
que j'ai mentionnées dans la séance du i^ novembre 1842, et qui re- 
présentent avec tant de précision les phénomènes de polarisation cir- 
culaire produits par l'huile de térébenthine, l'acide tartrique, etc. 
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ANALYSE. 

§ P**. — Caractères et propriétés d* une fonction isotrope 
des coordonnées rectUignes de divers points. 



Soient 



y 9 -2; »^,» y, 9 -s,; x^^ y^^ 



les coordonnées de divers points P, P,, P^, .-. mesurées parallèlement 
a [trois axes rectangulaires ou obliques. Une fonction de ces coor- 
données sera dite isotrope, si on ne l'altère pas en faisant subir à ces 
mêmes coordonnées les changements de valeurs qui résultent d'un 
mouvement de rotation quelconque imprimé aux axes autour de l'ori- 
gine 0. Les fonctions de cette espèce se trouvant naturellement intro- 
duites dans le calcul par certaines questions de Physique ou de Méca- 
nique, il importe de rechercher leur forme générale et leurs propriétés 
principales. Tel est l'objet dont nous allons ici nous occuper. 

D'abord, toute quantité variable qui ne dépendra que des positions 
relatives des points donnés P, P,, P^, . . . et de l'origine 0, sera évidem- 
ment une fonction isotrope des coordonnées de ces points. Telles 
seront, en particulier, les fonctions qui exprimeront les rayons vec- 
teurs 

r, r„ r,, ... 

menés de l'origine aux points P, P,, P^, ... ; les sinus et cosinus des 
angles 

compris entre ces rayons vecteurs; les distances mutuelles des points 
donnés; enfin, le volume du tétraèdre qui aura pour sommets trois de 
ces points et l'origine. Si, pour fixer les idées, on suppose que les 
points donnés se réduisent à trois P, P,, P^, alors, en désignant par 

es six distances 

OP, 0P„ OP,; P,P„ P,P, PP„ 

. OEuvres de C. — S. I, t. II. 4^ 
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c'est-à-dire, en d'autres termes, les six arêtes du tétraèdre qui aura 
pour sommet le point G, et pour base le triangle PP,P^, on obtiendra 
pour /*, r , r^ ; t , t,, r^ des fonctions isotropes des coordonnées a?, r, z ; 
X ,y^, :?,; x^,y^, z^\ et l'on pourra en dire autant de la somme alternée 
dont ia sixième partie représentera, au signe près, le volume du 

tétraèdre OPP,P,,. Nommons ^ ce volume pris avec le signe -h ou avec 

le signe —, suivant que le mouvement de rotation d'un rayon vecteur 
mobile, assujetti à parcourir successivement les trois faces latérales du 
tétraèdre, de manière à passer de la position OP à la position OP^, puis 
de la position OP, à la position OP^, pour revenir ensuite de celle-ci à 
la position OP, sera ou ne sera pas un mouvement de rotation de même 
nature que celui qu'on obtiendrait en substituant aux droites OP, OP,, 
OP,, les demi-axes des x, y et % positives. Si, d'ailleurs, pour plus de 
simplicité, on suppose les axes coordonnés rectangulaires entre eux, 
on trouvera 

(,) r'f^xj-^yj^zj, xJ^{x-xY 4-(v,-y)« ^{z^-z\\ 

et 

(2) >: — xy,z,-'XY^z,-^x,y^z-x,yz,'^x,yz, — x,y,z, 

ou, ce qui revient au même, 

•(3) ^ = )^{±xy,z,). 

Donc, les axes étant supposés rectangulaires, les seconds membres 
des formules (i) et (2) seront des fonctions isotropes des coordonnées 
des trois points P, P,, P^. C'est, au reste, ce qu'on peut aisément véri- 
fier a posteriori, en transformant ces seconds membres, à l'aide des 
équations linéaires auxquelles on doit recourir pour passer d'un sys- 
tème de coordonnées rectangulaires à un autre système de coordonnées 
rectangulaires. 

Ajoutons que le carré de t sera lié aux carrés de r, r,, r^; t, t , t^ par 
une équation qu'il est facile d'obtenir. 
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Les quantités variables 

étant des fonctions isotropes des coordonnées des trois points P, P,, P,^, 
on pourra en dire encore autant d'une fonction quelconque de ces 
mêmes quantités. Ajoutons que, si Ton pose pour abréger 

l p =:rS ç = -^ ^ = r, /•, ces (r„rj, 

T /«î _4_ /•! ^i 

(4) ^ P, = '?» ^,= - ^= r,rcos(r„r), 

( p,= rl ç^=, ^ ^ =r rr,cos(/-,r,), 

toute fonction des six quantités r, r,, r^;t,ï^, x^^ pourra être considérée 
comme une fonction des six quantités p, p,, p,,; ;, ç,, ;,,, liées aux 
coordonnées or, y, z; a^,,y,, :?,; a:,,, y^, 5^^, par les formules 

et que la quantité variable t sera liée aux six -quantités p, p,, p^; ç, ç,, 
^^, par la formule 

(6) . 'f' = PP,P/r-pÇ'~P,«*-P.«.'-+-2««,«.- 

En conséquence, on peut énoncer la proposition suivante : 

TuÉORÈME L — Pour obtenir une /onction isotrope des cootdonnées 
rectangulaires 

*^9 y 9 ^\ «^z» y 1^ ^i\ ^gy y n^ ^*> 

de trois points P, P , P^, £*/ suffit de prendre une fonction quelconque des 

sept quantités 

p, p„ p,; «, ç„ Ç*: -r, 

déterminées par les équations (5) c/ (2), et liées entre elles par là for- 
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mule (G) qui permet d* éliminer de la fonction dont il s'agit l'une des 
trois quantités pt p,. p^. 

Il y a plus; la forme ici indiquée d'une fonction isotrope des coor- 
données rectangulaires de trois points est la plus générale possible» 
et Ton établira aisément la proposition suivante : 

Théorème II. — Toute fonction isotrope des coordonnées rectan- 
gulaires 

*^9 y* ^f *^i* ji* ^1* ^f* y 9^ ^r> • 

de trois points P, P^, P^, peut être réduite à une fonction des sept 

quantités 

p, p„ p,; ç, ç„ ç,; T, 

déterminées par les équations (5) ^/ (2), ou, ce qui revient au même, à 
une fonction de ç, ç,, ç^, t, <?/ de deux des trois quantités p, p^, p^, liées 
à ç. ;,. ç^. T par la formule (6). 

Démonstration. — En effet, soit 

(7) a) = f(j7,/, 5; .r„^„5,; x^,y,,z^) 
une fonction isotrope des coordonnées rectangulaires 

■^> ^> ^» «^z» yt9 -*, ♦ ^g9 y^y *f» 

La valeur de (ii demeurant invariable, tandis que Ton imprimera aux 
axes coordonnés un mouvement de rotation quelconque autour de 
l'origine G, il sera permis de concevoir qu'à l'aide d'un tel mouve- 
ment on a fait coïncider le demi-axe des x positives avec la droite OP 
dirigée de vers P. Cette coïncidence étant admise, on aura 

(8) j: = r = p\ y — o, z — o. 

Si, d'ailleurs, les points P,, P^ sont situés sur la droite OP, indéfi- 
niment prolongée dans les deux sens, j,, 5 ,7^, 5^ s'évanouiront ainsi 
que y, z\ et comme alors les formules (5) donneront 
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on aura encore 



^ . -^ ., 5/ = o, 



ç 1 

(9) ; ^^ 

( ^.= 7 = p'*«,. /. = o, ;5, = o. 

Or, en vertu des formules (8) et (9), les coordonnées 
Xy y, z; x„ ^„ z,\ j?„ y„, s, 

se réduiront à des fonctions des trois quantités 

Pf <i,f «.• 

Donc, dans l'hypothèse adoptée, c'est-à-dire lorsque les points P^, 
P^ seront situés sur la droite OP, la fonction isotrope 

(^ = î{x,y,z; x„y„z,; x^,y^,z,) 

pourra être réduite elle-même à une fonction des seules quantités 

P» «,» «#• 

Supposons maintenant que la condition énoncée ne soit pas remplie, 
en sorte que l'un des points P,, P^, le premier par exemple, se trouve 
situé hors de la droite OP. On pourra, dans ce cas, en faisant tourner, 
s'il est nécessaire, les axes coordonnés autour de l'origine 0, faire 
coïncider non seulement le demi-axe des x positives avec la droite OP, 
mais encore le demi-axe des 7 positives avec la perpendiculaire élevée 
par le point sur la droite OP, dans le plan OPP , et du même côté 
que le point P,. Alors on aura non seulement 

y,>o, z,= o, 

mais encore, en vertu des formules (5) et (2), 

ç„ — xœ,, p^=xj^yj 

et 

<i, = x^x, <; — x,x^^y,y^, x — xy,z,\ 
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puis on en conclura 

-i ^ 

(lO) 



•^/ =P ^«.» J/ = (P/ -P~*0^ -, =o. 



(P/ — p'*«')* (?, — P"*Ç.')' 

Or, en vertu des formules (8), (lo), les coordonnées 
^> j% ^; »^,» V,» -, ; »*v» //r» ^f 
se réduiront évidemment à dos fonctions des six quantités 

p» p,; if «,» ç.; ^, 
et l'on pourra en dire autant de la fonction 

Donc le théorème II se trouvera encore vérifié, quand l'un des 
points P,, P^ sera situé hors de la droite OP; donc, il se vérifiera dans 
tous les cas possibles. 

Il est bon d'observer qu'en vertu des formules (4) ç, ç,, ç^ sont des 
fonctions entières de 

Donc toute fonction des quantités 

P» P/» Pr; «• «,» ç^; "f 
pourra être réduite à une fonction des quantités 

et le théorème II entraînera la proposition suivante : 

Théorème III. — Toute fonction isotrope des coordonnées rectangu-- 
laires de trois points P, P^, P^ peut être réduite à une fonction des dis- 
tances de ces points à l'origine, de leurs distances mutuelles et de la 
quantité dont la sixième partie représente y au signe prés, le volume du 
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tétraèdre dont ces dis lances sont les arêtes. Ajoutons que le carré de ce 
volume sera lié aux carrés des six arêtes par une formule qui se déduira 
immédiatement des équations (4) ^^ (6). 

Ce n'est pas tout; si l'on rapporte les positions de trois points P, 
P,, P^, d'abord à trois axes rectangulaires, puis à trois axes obliques 
partant de la même origine, une fonction des coordonnées rectangu- 
laires des points dont il s'agit pourra être, à l'aide de formules 
connues, transformée en une fonction des coordonnées obliques. Or, 
si l'on suppose, comme il est permis de le faire, les deux systèmes 
d'axes liés invariablement l'un à l'autre, ils ne pourront tourner l'un 
sans l'autre autour de l'origine et, par suite, une fonction isotrope des 
coordoilnées obliques ne pourra être qu'une fonction isotrope des 
coordonnées rectangulaires. Donc, le troisième théorème entraînera 
encore la proposition suivante : 

Théorème IV. — Toute fonction isotrope des coordonnées rectilignes 
de trois points P» P,, V^peut être réduite à une fonction des distances de 
ces points à i origine^ de leurs distances mutuelles et de la somme alternée 
dont la sixième partie représente, au signe près, le volume du tétraèdre 
dont ces distances sont les arêtes. 

Jusqu'ici nous avons supposé que le nombre des points donnésse 
réduisait à trois. Mais les mêmes raisonnements pourraient être 
appliqués au cas où l'on considérerait une fonction isotrope des coor- 
données rectangulaires ou obliques de divers poijits matériels, quel 
que fût le nombre de ces points, et l'on se trouverait alors conduit 
aux propositions suivantes : 

Théorème V. — Toute fonction isotrope des coordonnées rectilignes de 
divers points peut être réduite à une fonction de leurs distances à l'origine, 
de leurs distances mutuelles et des quantités [dont l'une quelconque, di- 
visée par 6, représente, au signe près, le volume d'un tétraèdre que l'on 
forme en prenant pour sommets V origine et trois de ces mêmes points. 
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Théorème VI. — Étant donnés divers points P,, P^, P,, ... 51, en 
nommant 

les coordonnées rectangulaires du point P„, on pose généralement 

(l3) -Cl.m.n^^ ^lymSn — ^lynZm-^ ^^mynSl— ^myt^n-^ ^Hyt^m— ^nym^h 

toute fonction isotrope des coordonnées des divers points pourra être ré- 
duite à une fonction des quantités de la forme 



qui représentent les carrés des rayons vecteurs menés de l'origine aaœ 
points donnés y les produits que l'on forme en multipliant deux quel-- 
conques de ces rayons vecteurs par le cosinus de l'angle compris entre 
eux, ou, ce qui revient au même, en multipliant le premier de ces deux 
rayons par la projection algébrique du second sur le premier, et enfin, 
aux signes prés, les volumes des parallélépipèdes dont l'un quelconque a 
pour arêtes non parallèles les rayons vecteurs menés de l'origine à trois 
de ces mêmes points. 

Ajoutons que, dans le cas particulier où tous les points donnés sont 
situés sur la droite OP^, indéfiniment prolongée dans les deux sens, 
la fonction isotrope a> peut être réduite à une fonction de p, et des 
quantités de la forme ç,^^, ou, ce qui revient au même, à une fonc- 
tion des distances qui séparent le point P, de l'origine et des autres 
points Pj, P3, 

Dans le cas contraire, si Ton nomme P3 un des points situés en 
dehors de la droite OP,, la fonction isotrope a> pourra être réduite à 
une fonction de p,, p^ et des quantités de la forme 

OU, ce qui revient au même, à une fonction des distances 0P|, OPj 



DE POINTS MATERIELS. 361 

qui séparent les points P^, P.^ de Torigine, des projections algébriques 
que Ton obtient quand Ton projette sur OP, et sur OPj les rayons 
vecteurs de l'origine aux autres points, et des quantités équivalentes 
(aux signes prés) aux volumes des tétraèdres qui ont pour sommets 
ces autres points et pour base le triangle OP, Pa. 

Pour vérifier, sur un exemple très simple, l'exactitude des principes 
que nous venons d'établir, considérons un système de points ma- 
tériels liés invariablement les uns aux autres et à un point fixe 0. 
Nommons m la masse de l'un quelconque des points matériels donnés, 
j?, y, :; ses coordonnées relatives à trois axes rectangulaires menés 
par le point et K le moment d'inertie du système par rapport à un 
certain axe OA, qui passe par le même point. On aura, en prenant 
l'axe OA pour axe des x^ 

la sommation qu'indique le signe S s'étendant à tous les points du 
système. Supposons maintenant que le moment d'inertie K offre une 
valeur indépendante de la direction de l'axe OA. Alors, la somme 

Sm(j*4-5») 

devra être une fonction isotrope des coordonnées des divers points. 
En d'autres termes, cette fonction ne devra pas être altérée quand on 
fera tourner les axes des ar, j, z d'une manière quelconque autour de 
l'origine. Donc, elle ne devra pas être altérée quand on fera coïncider 
l'axe OA, non plus avec l'axe des x, mais avec l'axe des j, ou avec 
l'axe des 5; et, dans l'hypothèse admise, l'équation (i4) entraînera les 
deux suivantes : 

(j5) K = S/n(;;«-+-x«), 

(16) K = Sm(^«-+-y»). 

Par suite aussi, K sera équivalent à la moyenne arithmétique entre 
les sommes que renferment les équations (i4)» (i5), (iG), et l'on 

OJ'sUvreê de C. — S. l, l. M. 46 
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aura 

(17) K^^Smix^-^y'-hz'), 

OU, ce qui revient au même, 

(18) K:r:|SmrS 

r étant la distance du point (^, r, z) à l'origine des coordonnées. Or, 
en vertu de la formule (18). K se trouve réduit à une fonction des dis- 
tances qui séparent les points matériels donnés de l'origine, ce qui 
s'accorde avec le théorème V. 

Remarquons encore que les formules (i4). (i5), (16) entraînent 
toujours avec elles la formule (18). Donc, pour que la fonction K soit 
isotrope, ou, en d'autres termes, pour que le moment d'inertie du 
système donné devienne indépendant de la direction de l'axe OA, il 
suffira que les moments d'inertie du système autour de trois axes rec- 
tangulaires soient égaux entre eux. 

§ II. — Sur les conditions analytiques auxquelles doit satisfaire 
une /onction isotrope des coordonnées rectilignes de divers 
points. 

Soient 

•^» y» ^5 *^/> yi9 Zf* ^H* Yg* ^0* ••• 

les coordonnées de divers points P, P,, P^, ... mesurées parallèlement 
à trois axes rectangulaires ou obliques; et soit encore 

(0 w = f(^, 7,5; x„7„5,; J7^,y^,5,; ...) 

une fonction déterminée des coordonnées dont il s'agit. Soient enfin 

^» y 9 z; ^(9 y 19 z, ? x^, y^, z^; ... 

les valeurs nouvelles qu'acquerront les coordonnées des points P, P,, 
P^, ... lorsqu'on aura déplacé les axes coordonnés en leur imprimant 
un mouvement de rotation quelconque autour de l'origine 0. Les 
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nouvelles coordonnées x, y, z se trouveront liées aux coordonnées 
primitives x, y, z par trois équations linéaires de la forme 

(2) x = ax -^Qy -\-yZy y = a'o? H- S'y -+- y'5, z = a' j: -h êV h- y^5, 

a, 6,. Y» *'♦ ^'» Y* *'♦ ^''» Y étant neuf coefficients qui ne changeront 
pas de valeurs quand on remplacera les coordonnées du point P par 
celles du point P^ ou P,,, ...; et ces neuf coefficients pourront être ré- 
duits à des fonctions déterminées de trois angles polaires, par exemple 
de l'angle ç que formera le demi-axe des x positives avec le demi-axe 
des a? positives, et des angles y, ^j; que formera le plan mené par ces 
deux demi-axes avec les plans des x,y et des x, y. Cela posé, si co est 
une fonction isotrope des coordonnées rectilignes des points P, P,, 
P^,, ... l'équation (i) entraînera la suivante : 

(3) w = f(x,y,z; x„y„z,; x^,y^,z^; ...). 

et, par suite, en supposant les valeurs de x, y, z; x,, y^, z,; x^, y^, 
z^; ..., déterminées par les équations (2), on aura identiquement 

(4) f(x,y,z; x„y,,z,; . . .) = f(^,/,5; x,,y,yZ,; ...)• 
En d'autres termes, on aura 



(5) 



I f(ax-H6y4-y5,a'ar-h6>-t-y'5,a''x4-6'j^4-y'5,a^,-h67,-+-y5,; .,.) 



quelles que soient les valeurs attribuées aux trois angles polaires cp, 

Si les points donnés se réduisent à un seul P, la formule (5) de- 
viendra 

(6) r{<xx -h êy -h y 3, (x'x -h ê'y -h y' z, a'x 4- S'y -h y" z) = f( j:, j, 3). 

Pour mieux fixer les idées, considérons, en particulier, le cas où les 
axes coordonnés sont rectangulaires. Dans ce cas, les coefficients a, 

6, y; a', S', y'; a", 6", y" pourront être exprimés en fonction des 
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angles polaires ç, y^, j» par des équations de la forme 

; a — ces 9, 
cf! z=. sin9Cos^, 
ol" =. siri« sintj/, 

6 z=i sin9C0sx» 

(7) ( 6' =— sin^sin^' — cos^cosxcostj;, 
6*= sinxcos'l — cos9cos)^ sin^, 

y = sin9 sin^» 

y' zz: cos)^ sin^ — COS9 sin^^costj;, 
1 y''3=— 005X0084» — cos9siny sin^j/. 

Donc, la formule (G) ou (5) devra se transformer en une équation iden- 
tique lorsqu'on prenant pour f(^,7, z\ ou pour f(a:, v, 5;aT^,j;, 5^; ...) 
une fonction isotrope, on supposera les coefficients a, 6, yî ^' ^ ^'t Y » 
a", 6", y" déterminés par les équations (7). Par conséquent, l'équa- 
tion (G) deviendra identique, lorsqu'on réduira f(^, v, z) à la fonction 
isotrope a^^-hj'-t- 5*. On aura donc identiquement, quels que soient 
d'ailleurs x,y^ z, 

(8) («a:-h67-4-y5)«H-(a'a;4-6'y-+-y'j)«-h(a'j?-ho''^4-y'-)* = x»4-y*4-5S 

et, par suite. 



(9) 



a» -h a'« -h a'î zz:i, 6» 4- 6'^ 4- 6"' =1, y* -h /* -h y'* = J, 

Sy -h 6' y' 4- ê'y"— o, yx 4- y'«' -h y'a'^ o, ao 4- a' 6' -h a" 6"= o. 



Pareillement, l'équation (j) deviendra identique, lorsqu'on prendra 
pour f(a7, y, s; j?,, j^, z/, x^,y^, z^) la fonction isotrope 

On aura donc identiquement, quels que soient d'ailleurs a*, j, s; 



(10) 



S[±(«^-f 6^4-y5)(«'ar,4-Sy,4-/5,)(a'^,4-ÔV,4-y'«,)] 
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et, par suite, 

(II) S(dba6'y«') = i, 

OU, ce qui revient au même, 

( 12 ) «S'y' — ao Y -+- «'^"y — a' S/ + «''ê/— a'6'y = i . 

II est, au reste, facile de s'assurer que les valeurs de a, ê, y; a', 6', 
y'; a", 6", Y'^fournies par les équations (7) satisfont effectivement aux 
conditions (9) et (12). Ajoutons que les trois dernières des for- 
mules (9), jointes à l'équation (12), donneront 

OU, ce qui revient au même, 



(i4) a'i=6''y— 6y% 6' — /'a— ya% /=ra'6 — «6% 

( «''=: 6/ -ê'y, 6''=: ya' -/a, y''= a6' — a'ê. 

Il est bon d'observer que des formules (i4)» jointes à l'équa- 
tion (12), on tirera immédiatement 

( «î 4- ê* -I- y* =zi, a'* 4- 6'» 4- y'» =1, a'«-H6'»-hy'*= i, 
^'^^ I a'a''-4-g'6'4-/y'z=:o, «'« 4- 6'^6 4- y'^y := o, «a'-h 66'H-y/= o. 

On pourra de ces diverses formules déduire les valeurs de six des 
coeflîcients a, 6, y; a', 6', y'; a", 6", y" exprimées en fonction des trois 
autres. Ainsi, par exemple, après avoir choisi arbitrairement les va- 
leurs de a, 6, a', on pourra déduire y et ol" des deux équations 

a*4-ê*4- y*=i, a'4-a''-ha''*= I, 

auxquelles on satisfait en prenant 



(16) y=±\/i — a*- 6S (x" = ±\/i - ««— «'S 

puis ë' et y' des deux équations 

66^4- yy'=— aa', êy — 6' y — «% 
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auxquelles on satisfait en prenant 

, , ^, olol' ^ -^ a" y , aa'v — «"6 
(17) 6'=: ;— S-, y' = *- ; — ; 



I — a' 



puis enfin, 6" et y" d^s formules 

(18) e^i^ya' — y'«, y'i=aS'— a'ê. 

Cela posé, en admettant, comme ci-dessus, que la fonction 
i{x,yyZ\x^,y^^z^, . . .) soit isotrope, l'équation (5) devra évidemment 
devenir identique, non seulement quand on y substituera les valeurs 
de a, 6, y; a', 6', y'; a", 6", y" exprimées en fonction des angles po- 
laires ç, y, '^ à l'aide des formules (7), mais encore quand on y sub- 
stituera les valeurs de 

y; 6', /; (x\ 6^ y% 

exprimées en fonction de a, 6, a', à l'aide des formules (iC), (17) et 
(18), quels que soient d'ailleurs les signes adoptés dans les seconds 
membres des équations (16). 

Réciproquement, la fonction f(j?,/, 5;ir^,j^, 5^, ...) sera isotrope, 
si, pour transformer la formule (5) en une équation identique, il suffit 
d'y substituer les valeurs de a, 6, y; a', €', y'; a", ê", y" exprimées en 
fonction des angles polaires o, )(^, '^ à l'aide des formules (7), ou les 

valeurs de 

a', 6', y'i «', 6% y% 

exprimées en fonction de a, 6, a' à l'aide des formules (i6), (17), (18). 

§ III. — Formes spéciales de fonctions isotropes assujetties 
à certaines conditions. 

Les fonctions isotropes acquièrent des formes spéciales et dignes 
de remarque, lorsqu'on les assujettit à certaines conditions. 

Ainsi, en particulier, il arrive souvent qu'une fonction isotrope 
des coordonnées rectilignes de divers points change de signe sans 
changer de valeur numérique, quand on change les signes des coor- 
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données parallèles à un seul axe. Alors cette fonction isotrope devient 
ce que nous appellerons une fonction hémitrope. Telles sont, par 
exemple, les fonctions t etT/^„, déterminées, dans le paragraphe P**, 
par les équations (2) et (i3), c'est-à-dire les sommes alternées dont 
chacune, divisée par G, représente, au signe près, le volume d'un 
tétraèdre que Ton construit en prenant pour sommets trois points 
quelconques et l'origine des coordonnées. Il résulte d'ailleurs de la 
définition précédente qu'une fonction hémitrope n'est point altérée, 
quand on change à la fois les signes des coordonnées parallèles à 
deux axes, et qu'elle change de signe sans changer de valeur numé- 
rique, quand on change les signes de toutes les coordonnées. 11 est 
encore évident que le rapport de deux fonctions hémitropes sera une 
fonction isotrope, mais non hémitrope, qui conservera la même valeur 
et le même signe, quand on changera le signe des coordonnées pa- 
rallèles à un même axe. 

Imaginons maintenant qu'une fonction isotrope a> des coordonnées 
rectilignes de divers points doive être en même temps une fonction 
linéaire de quelques-unes d'entre elles. On déduira aisément, des prin- 
cipes établis dans le paragraphe P*", la forme particulière que devra 
prendre cette fonction isotrope. 

Concevons, pour fixer les idées, que les points donnés se réduisent 
à trois P, P,, P,,, et que tii doive être non seulement une fonction iso- 
trope de leurs coordonnées 

^, y y 5; œ„ y, y z,; a:,, y,, z, 

supposées rectangulaires, mais encore une fonction linéaire des coor- 
données de chacun des points P,, P,,. Supposons d'ailleurs que co soit 
assujetti à s'évanouir quand on fait coïncider l'un des points P,, P,, 
avec l'origine. En vertu des principes établis dans le paragraphe P% 
(i> devra être une fonction des quantités 

(1) p^ ^« +- y^ +z\ p,= x) 4- y) -hzf, p,= xl -+- yl 4- z^, 

(2) q — x,x„^y,y,+ z,z,, ç—x^x-hy,y-^z,z, ç„=xx,-hyy,'{-zz,, 

(3) rz=xy,z^'-xy„z,-\-x,y,z^x,yz,'hx,yz,'-x,y,z. 
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P^rmi ces quantités, trois seulement, savoir 

sont fonctions linéaires des coordonnées x^, y^, 5^, avec lesquelles elles 
s'évanouissent; trois aussi, savoir 



sont fonctions linéaires des coordonnées ^„» J^, s^,avec lesquelles elles 
s'évanouissent. Cela posé, pour que co soit en même temps une fonc- 
tion linéaire de x^y y^, s^ assujettie à s'évanouir quand ^,, j,, 5 s'éva- 
nouissent, et une fonction linéaire de 00^, y^, z^ assujettie à s'évanouir 
quand x^^, y^^, z^ s'évanouissent, il sera évidemment nécessaire que eu 
soit non seulement une fonction linéaire de 

dans laquelle les coefficients de ç, ;^, t restent indépendants de x^^ v^, 
5 . mais encore une fonction linéaire de 



dans laquelle les coefficients de ç, ç,, t restent indépendants de x^^ j^^, z^^. 
Donc, dans la fonction a>, ç et t devront se trouver multipliés par des 
facteurs indépendants des coordonnées a?,, j^, z^\ ^^*y,r ^,/î <^^ ^^ plus, 
la partie de co indépendante de ç et t devra être proportionnelle à 
chacune des quantités ç,, ç^^, par conséquent au produit ç,^^, et se 
réduire à ce produit multiplié pur un facteur indépendant de x^,y^, s/, 
x^, y^, z^. Donc, en définitive, co devra être déterminé par une équa- 
tion de la forme 

(4) w = Pç-+-Q«,ç,-+-Rt, 

P, Q, R étant indépendants de x^, y^, z/, x^, y^, z^. Mais parmi les 
quantités 

dont 0) doit être fonction, une seule, savoir p, est indépendante de x^. 
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y^, s/, x^, y^^, z^. Donc, dans la formule (4)» les facteurs P, Q, R 
doivent se réduire à des fonctions de p; et l'on doit avoir 

(5) ' ^ W = $?(P)-+-S,Ç^X(P)-^7^(P)» 

?(?)» X(P)' K?) étant des fonctions de la seule quantité p, ou, ce qui 
revient au même, 

(6) co = çcp(r')-^ç,ç,x('-') + 'f4^(^')- 

Fin d'autres termes, dans l'hypothèse admise, la fonction a> sera de 
la forme 

<7) I ^i^^,y^:,^^j,y^z,-\-xj^z^x,yz^^x^yz,--x^y,z)^{r''). 



§ IV, — Si/r les fonctions isotropes et symboliques 
des coordonnées rectilignes de divers points. 

Nous appellerons fonction syinhoUijuc de diverses variables une 
fonction qui renfermera, non seulement ces variables, mais encore 
des lettres symboliques indiquant des dérivées prises par rapport à 
quelques-unes de ces variables. 

Une fonction symbolique qui dépendra uniquement des coordonnées 
rectilignes de divers points sera isotrope, si l'on n'altère pas sa valeur 
en imprimant aux axes coordonnés un mouvement de rotation quel- 
conque autour de l'origine. 

Concevons, pour fixer les idées, que l'on nomnie x^ y, z les coor- 
données rectangulaires d'un point mobile P;^, r], X, les coordonnées 
reclangulaires d'un autre point mobile Q, dont la position dépende de 
celle du premier, et a, b, clés coordonnées rectangulaires d'un point R, 
arbitrairement choisi. 

Soit, de plus, 

(O rù — {{ayb,c; Dx, D^, Dx: |,tî,C) 

une fonction symbolique des coordonnées a, A, c, Ç, r\,X^ et des lettres 

OFAtures de C — S. I, l. H ^7 
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caractéristiques D^,, D^, D,; c'est-à-dire une fonction des coordonnées 
a, b, c, des coordonnées $, t), s ^t des dérivées des divers ordres de ^, 
7], X, différentiés par rapport à x^y, z. Soient enfin 

a, b, c; )t, y, z; |, yi, C, 
et 

(2) â;=f(a,b,c; D;r,Dr»I>5; l,in,0 

ce que deviendront les coordonnées 

a, b, c; X, y, z\ Ç, yj, C 

des points R, P, Q, et la fonction (o, si Ton déplace les axes coordonnés 
en leur imprimant un mouvement de rotation quelconque autour de 
l'origine. La fonction symbolique (o sera isotrope, si elle n'est pas 
altérée par le déplacement des axes, c'est-à-dire si l'on a identique- 
ment 

(3) . 0) = oj; 

et réciproquement si la fonction (o est isotrope, l'équation (3) devra 
être une équation identique. D'ailleurs les coordonnées nouvelles des 
points P, Q, R seront liées à leurs coordonnées primitives par des 
équations semblables aux formules (2) du paragraphe il, en sorte 
qu'on aura 

(4) x = «a: -h 6/ H- y 5, 

(5) f=«$ -hên-^y:, 

(6) a =: «a 4- 6^ -t- yc, 

les coefficients a, 6, y; a', 6\ y ; a", 6", y" pouvant être réduits à trois, 
ou exprimés en fonction de trois angles polaires 9, jr, '| en vertu des 
formules (7) du paragraphe II; et c'est eu égard à ces dernières for- 
mules et à la réduction dont il s'agit que l'équation (3) devra être 
identique. En d'autres termes, si la fonction o> est isotrope, l'équa- 
tion (3) devra subsister, quelles que soient les valeurs attribuées aux 
trois angles polaires ç, y, '\. 



y = a'x-i-6'v-i-y'«, 


z = a'x-f-6'v-hy'':;. 


r) = a'; -h 6' Y) -hy'Ç, 


; = «''? -+- 6^rj -^ y^C, 


b = a'a -h 6' 6 -h y' c, 


c=i «'rtr-j-G'/^-^ fc. 
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Supposons maintenant que les coordonnées Ç, y), ^ du point Q soient 
liées aux coordonnées x,y, z du point P par des équations de la forme 

u, r, w et A, B, C étant les coordonnées rectangulaires de deux 
points fixes S, T. Si Ton pose, pour abréger, 



(8) 


X — e«'^*'/-^«'-, 


« 


on aura non seulement 






(9) D^xrzax, 


Dj X z=i rx. 


1),X = IVX, 


mais encore 






1 I>x; = uly 
(10) < D^rj^wY}, 


M=*'?. 


I>4=«'Ç. 


DyTj = i'Yi, 


D.T) = Wti, 


l^ç^i'Ç, 


D,C = «Ç; 



et, par suite, dans la valeur de co déterminée dans la formule (i), on 
pourra substituer aux lettres caractéristiques D^;, D^, D, les quantités 
w, (>, w. En conséquence, on aura, dans l'hypothèse admise, 

(m) (ù — {{ayb,c; u,v,w; ^,r),Ç), 

OU, ce qui revient au même, 

(12) ci) = f(a. 6, c; w, i%w; ^Ix, ^x, Cx). 

D'autre part, si la fonction o> est isotrope, l'équation (3) sera iden- 
tique et ne cessera pas de l'être quand on attribuera aux coordonnées 
S, Y], Ç du point Q les valeurs particulières que fournissent les équa- 
tions (7). Mais alors o> sera précisément ce que devient la valeur de o> 
déterminée par l'équation (12) quand on substitue aux coordonnées 
primitives 

a, by c; Uy v, iv; A, B, C; x, y, z 
des trois points fixes R, S, T, et du point mobile P, les coordonnées 
a, b, c; u, v, w; A, B, C; x, y, z 
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(le ces mêmes points, mesurées parallèlement aux directions nouvelles 
que prennent les axes des^, y, 5, en vertu de leurs déplacements. En 
eflet, les nouvelles coordonnées étant liées aux coordonnées primitives 
par les formules 

/ a=aa -i-6 6 H-yc, b = a'a -hê'6 -+- y'c, c = «''a 4-6*6 -Hr y V, 

(i3) < u — a^/ -+- Si» H-y««', v = a' £/ -f- 6' t^ -+- y' iv, w =: a'// h- o'r -hy'»r. 



et la fonction ux -hvy -hi^z étant isotrope, on aura non seulement 

(i4) ux-\- yy 4- iv^iz: ux 4- vy -h wz 

et, par suite, 

(i5) X =: e«-^^J^-*-^% 

mais encore 

(16) 1 = A e"-»-^y-*-'% y^ = B e"*-^y+** C = C ^«-^■^y-»-'". 

En conséquence, la fonction o>, déterminée par l'équation (2), 
pourra être réduite à la forme 

(17) w=:f(a,b,c; u,v,w; \x,Bx,Cx). 

Or, pour obtenir le second membre de l'équation (17), il suffira 
évidemment de remplacer dans le second membre de l'équation (12) 
les coordonnées primitives des points fixes R, S, T par leurs coor- 
données nouvelles, sans altérer la valeur de x, qui reste d'ailleurs in- 
variable, tandis qu'aux coordonnées primitives du point fixe R et du 
point mobile P on substitue leurs coordonnées nouvelles. Donc, si la 
quaatité o>, déterminée par l'équation (i), est une fonction symbo- 
lique et isotrope des coordonnées du point fixe R et des points mo- 
biles P, Q, la valeur particulière de cd, déterminée par la formule (12), 
sera elle-même une fonction isotrope des coordonnées du point mo- 
bile P et des points fixes R, S, T. 
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Concf^vons maintenant que la quantité o>, déterminée par l'équa- 
tion (i), soit une fonction linéaire et homogène, non seulement des 
coordonnées a, 6, cdu point fixe R, mais encore des coordonnées ^, 
Y), J^ du point mobile P et de leurs dérivées des divers ordres, prises 
par rapport aux variables a?, r, :;; l'équation (12) donnera 

(18) w^lix, 

la valeur de û étant 

(19) Û = f(a,6,c; !/,<',«'; A,B,C); 

et l'équation (17) donnera pareillement 
(ao) 0)1=: Î2x, 

la valeur de Q étant 

(21) '£2=f(a,b,c; u,v,w; A,B,C). 

Cela posé, la condition (3) entraînera évidemment la suivante : 

(22) ïl^ii. 

D'ailleurs (2 sera précisément ce que devient û quand, aux coor- 
données primitives des points fixes R, S, T, on substitue leurs coor- 
données nouvelles. Donc, dans l'hypothèse admise, l'isotropie de la 
fonction symbolique o> entraînera l'isotropie de la fonction 12, qui sera 
une fonction linéaire et homogène, non seulement des coordonnées a, 
b, c du point R, mais encore des coordonnées A, B, C du point fixe T. 
Si, d'ailleurs, l'isotropie doit subsister, quelles que soient les posi- 
tions attribuées aux points fixes et aux points' mobiles, alors, en vertu 
de la formule (7) du paragraphe III, û devra être de la forme qu'in- 
dique l'équation 

(23) ) -\'{aU'\'bv-^csv)(uA'^vB'^wC)x{k^) 
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la valeur de k^ étant 

Donc, puisque, pour déduire o> de (2, il suffît de remplacer 

1/, i% iv par \)x, \)yy D., 
et 

A, By C par f, rj, Ç, 

la fonction symbolique (o devra, dans l'hypothèse admise, être de la 
forme indiquée par Téquation 

/ w = E(a£-h b-n 4-c;) 

(25) I -h F(aD;,-h ^D^-h cD.)(n,; -+- I^r) -+- D^Ç) 

( -4- K [a(D,Y) - IVO 4- 6(1),; - I),|) -h c(D^? - D:,r))], 

E, F, K désignant trois fonctions entières du trinôme 

Di-hDJ-hD|. 

Il est, au reste, facile de s'assurer a posteriori que la valeur de û, 
déterminée par Téquation (25), est toujours une fonction isotrope des 

coordonnées 

a, b, c\ X, V, 5; 5, Yî, Ç, 

du point fixe R et des points mobiles P, Q. En effet, des équations (4) 
jointes aux formules (9) du paragraphe II, on tire 

(26) x = ajL-h a'y-4- a'z, / — Sx -+- 6'y -h ê'z, 5 =:yx -4-y'y -f /z, 

par conséquent 

i D.rra D^-+-6 IV-hy D-, 

(117) I)y=a'D^^6'IV+/D,, 

[ D.= a'I),-h6'lV-hy''D,. 

D'ailleurs, des formules (27), jointes aux équations (5), (6) et 
aux formules (12) et(i )) du paragraphe II, on tirera non seulement 

(28) a|-4- by) -i-cÇ = aÇ-4- 6t) -4- cÇ, 

(29) Dî + l)« -H D? = Di+ D^-h bl. 



mais encore 



par conséquent 

(3o) 
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aDx-hbD, -4-cDx = aDy-+- bDyh cD-, 
D.$ 4- D,;Î -h D.; = Dx$ -h Dj.r) -H D,:, 



(aD. -hbDyH-cD,)(D«^-f-D,y)-^l),C) 



et 

(3i) 



aD.r) - aD,C -4- bD»Ç - bD»î -h cDjl — cD«^ 
= aD.Yi — aDyZ h- ^D^^ C — 6D.$ -4- cDy^ — cDarYî. 



Donc, les fonctions 

aD,t) — aDj Ç H- bD^Z — 6D.$ H- cDj.$ — cD^n 

et la fonction symbolique 

Di-4-l)* + DÎ 

sont toutes isotropes, et Ton pourra en dire autant de la valeur de cd 
fournie par l'équation (2j), dans laquelle E, F, k désignent, comme 
on Ta dit, trois fonctions entières de la somme D^-hD^-nD^, ces 
trois dernières fonctions pouvant d'ailleurs être composées ou d'un 
nombre fini ou d'un nombre infini de termes. 

Nous remarquerons, en finissant, qu'il n'est pas absolument néces- 
saire de supposer, dans les formules (i), (2) et (25), les coordonnées 
^, 7), ^ et f. Y], ^ comptées k partir de la même origine que toutes les 
autres. On pourrait, sans inconvénient, supposer que, dans les for- 
mules dont il s'agit, ^, t), s représentent ou des coordonnées mesurées 
à partir d'une origine distincte de celle à laquelle se rapportent les 
coordonnées des points R et P, ou même des déplacements quel- 
concjues subis par le point mobile P au bout d'un temps plus ou 
moins considérable. 
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§ V. — Sur les mouvements vibratoires et infiniment petits d'un 
ou de plusieurs systèmes isotropes de points matériels. 

Considérons les mouvements vibratoires et infiniment petits d'un 
ou de plusieurs systèmes de points matériels. Ces mouvements seront 
généralement représentés par des équations aux différences mêlées, 
qui renfermeront avec les dérivées des inconnues différentiées deux 
fois par rapport au temps, leurs différences finies, prises par rapport 
aux coordonnées; et il suffira de développer ces différences en séries 
pour transformer les équations d'abord obtenues en équations aux 
dérivées partielles. D'ailleurs, les coefticients des dérivées prises par 
rapport aux coordonnées seront quelquefois constants, plus souvent 
périodiques et, dans ce dt?rnier cas, l'intégration des équations li- 
néaires trouvées pourra être ramenée à l'intégration d'autres équations 
qui seront encore linéaires, mais à coefficients constants, savoir, de 
celles que nous avons nommées équations auxiliaires, et qui peuvent 
être censées déterminer les valeurs moyennes des inconnues. 

Dans tous les cas, les équations trouvées, ou les équations auxiliaires, 
seront dites isotropes^s'i on ne les altère pas en faisant subir aux axes 
coordonnés un déplacement qui résulte d'un mouvement de rotation 
imprimé à ces axes autour de l'origine. I^s systèmes de points ma- 
tériels dont les mouvements vibratoires se trouveront représentés par 
des équations isotropes, seront appelés eux-mêmes systèmes isotropes. 
Il résulte de cette définition que les systèmes isotropes sont ceux où 
les mouvements vibratoires se propagent en tous sens suivant les 
mêmes lois. Lorsque les vibrations propagées seront celles de l'éther, 
ou, en d'autres termes, du fluide lumineux, le mot isotrope sera rem- 
placé par le mot isophane. En conséquence, un corps isophane sera 
celui qui aura la propriété de propager de la même manière en tous 
sens les vibrations lumineuses. 

Les principes établis dans les paragraphes précédents s'appliqyent 
naturellement à la recherche des formes que prennent les équations 
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des mouvements infiniment petits d'un ou de plusieurs systèmes de 
points matériels, quand ces équations deviennent isotropes. 

Considérons, pour fixer les idées, un système homogène de points 
matériels dans lequel se propage un mouvement vibratoire infiniment 
petit. Supposons d'ailleurs ce système renfermé dans une certaine 
portion de l'espace, ou à l'état d'isolement, ou avec un second système 
pareillement homogène, mais dont les molécules subissent des dépla- 
cements beaucoup plus petits que l'on puisse négliger sans erreur 
sensible. Soient : 

m la masse d'un atome appartenant au premier système; 
X, r, z les coordonnées initiales de cet atome, relatives a trois axes 

rectangulaires; 
.r -h $,r-l-r], 5 -h w les coordonnées du même atome, au bout du temps/. 

Enfin, supposons que les atomes des deux systèmes soient unique- 
ment sollicités par des forces d'attraction ou de répulsion mutuelle. 
Les déplacements ^, y), X, d'un atome du premier système, mesurés au 
bout du temps t, parallèlement aux axes coordonnés, seront déter-. 
minés par trois équations de la forme 

JT, '^, 3 étant des fonctions linéaires homogènes des inconnues $, yj, JI, 
et des dérivées de divers ordres de ^, r\^ J^, diflerentiés par rapport à x, 
y, z. Ajoutons que, si le premier système est a l'état d'isolement, les 
coefficients des inconnues et de leurs dérivées pourront se réduire, à 
des quantités constantes, c'est-à-dire indépendantes de Xy y, z\ et 
que, dans le cas ^contraire, pour obtenir des valeurs très approchées 
des inconnues, il suffira souvent d'intégrer, à la place des équations (i), 
d'autres équations linéaires qui seront de même forme et à coefficients 
constants. 

Cela posé, concevons que les quantités Z, '^, 3 se réduisent effec- 
tivement h des fonctions linéaires de ^, yj, Ç, qui soient en même 
temps des fonctions symboliques entières de D^;, D^, D^, les divers 
coefficients étant des quantités constantes, c'est-à-dire indépendantes 

OEuvres de C, — S. I, t. II. ♦ 4^ 
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de x^ y, z. Pour déterminer les formes particulières que pourront 
prendre les fonctions JT, ^^ 3, quand les équations (i) deviendront 
isotropes, on devra commencer par substituer aux trois formules (i) 
une équation unique, qui détermine, non plus les dérivées secondes 

i)?j, D?Yî, d;c 

des déplacements ^, yj, J^, de Tatome m, mesurés parallèlement aux axes 
des x,y, 5, mais la dérivée seconde 

I)?« 

d'un déplacement a, mesuré parallèlement à une direction quelconque. 
En supposant que cette direction soit celle d'un rayon vecteur, équiva- 
lant à Tunité de longueur, et mené de Torigine à un point fixe R, dont 
les coordonnées soient a, 6, c, on aura 

(2) « = ûr;-4- bn 4-cî; 

et de cette dernière formule, jointe aux équations (i), on tirera 

(3) D?« = aI-+-61H-c3. 

D'ailleurs, si les équations (i) sont isotropes, l'équation (3) devra 
rester inaltérée, quand on déplacera les axes coordonnés, à l'aide 
d'un mouvement de rotation quelconque imprimé à ces axes autour de 
l'origine; et cette condition devra être remplie, quelle que soit la posi- 
tion attribuée au point fixe R. Donc alors le second membre de la for- 
mule (3) devra être une fonction symbolique isotrope des coordonnées 
a, b, c, des déplacements $, t), s et des lettres caractéristiques D,, D,,, 
D,. Mais, d'autre part, le second membre de la formule (3) sera en 
même temps une fonction linéaire homogène des coordonnées a, 6, c, 
et une fonction linéaire homogène de $, r^ J^. Donc, ce second membre 
devra être de la forme de la fonction représentée par co dans l'équa- 
tion (25) du paragraphe IV, en sorte qu'on aura 

/ aJr-h^1>4-c3 = E(ûr;-h^y)-+-c;) 

(4) ' -HF(aD^^^»Dy^cD,)(n;,?4-D,.Y)-hD,Ç) 

I 4- K [a(D,yi - 1),:) 4- b{\)^i-D,l) 4- c(ïiyl - D^yî)], 
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E, F, K désignant trois fonctions entières du trinôme 

l)i^D^4-I)î. 

Enfin, la formule (4) devant subsister quelle que soit la position 
attribuée au point fixe R situé a Tunité de distance de l'origine, on 
pourra, dans cette formule, réduire Tune quelconque des trois coor- 
données de ce point R à l'unité, les deux autres à zéro. On pourra donc 
égaler séparément entre eux, dans les deux membres de la formule (4)» 
les coefficients des trois coordonnées a, 6, c. En opérant ainsi, et en 
posant pour abréger 

(5) v = D;r?-4-I>yt)-hl).C, 

on obtiendra immédiatement les trois formules 

, I = El -h FD;,j-+-K(D.r) — D^C), 

(6) I 1> z=r Ey) 4- FDyj H- K(D,Ç - D,$), 



3 = E; -f-FD.v -HK(Dy$ — Do-t)), 
en vertu desquelles les équations (i) seront réduites aux suivantes : 

(7) < D;Yîz=:Er}-hFD^t>H-K(D^Ç~D,Ç), 

( d;ç =eçh-fd,jh-K(D^| -d^yî). 

Telle est la forme à laquelle se réduiront les équations (i), quand 
elles seront isotropes, si d'ailleurs les fonctions de 

Ç, Yî, Ç et de D;^, D^, D-, 

représentées par 

^, ^. 3, 

sont non seulement linéaires par rapport aux déplacements $, y], ^ et 
à leurs dérivées des divers ordres, mais aussi homogènes et à coeffi- 
cients constants. 

On ne doit pas oublier que, dans les formules (7), les coefficients 

svmboliques 

E, F, K 
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représentent des fonctions entières du trinôme 

t 

Ajoutons que la variable u, déterminée par l'équation (5), est pré- 
cisément la dilatation de volume du système des points matériels 
donnés autour du point {x^ j, z). 

§ VI. — Sur les coefficients symboliques renfermés dans les équations 
linéaires et isotropes qui représentent les mou{^ments infiniment petits 
d*un système unique et homogène de points matériels. 

Lorsque les systèmes de molécules donnés se réduisent à un système 
unique de points matériels, uniquement soumis à des forces d'attrac- 
tion ou de répulsion mutuelle, alors, comme on Ta vu dans le Mémoire 
précédent, les équations (i) du paragraphe V peuvent être présentées 
sous une forme digne de remarque; et, en posant pour abréger 

u = D,, V = D^, w — Ds, 

on réduit ces équations aux suivantes : 

/ D?ç=(,5 -hD«(I)«lf$4-D,Hr)4-l)H.H0. 

(I) D?rj = Gy) -4- I).(D«H^ -h D,Hr) -h I)h,HÇ). 

\ n?Ç=GC +DH,(I)«H?-hD,Hr)-hD»vUO. 

G, H étant des fonctions entières de i/, v^ w. 
Si d'ailleurs on nomme : 

m la masse du point matériel ou de l'atome qui, dans l'état d'équilibre, 
avait pour coordonnées rectangulaires x^ y^ z\ 

m la masse d'un second atome; 

r la distance qui séparait, dans l'état d'équilibre, l'atome m de 
l'atome m; 

X, y, z les projections algébriques de la distance r sur les axes coor- 
donnés; 

mmr/(T) l'action exercée sur l'atome m par l'atome m, placé à la dis- 
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tance r, la fonction /(r) étant positive ou négative, suivant que 
Tatome m est attiré ou repoussé. 

Alors, en posant, pour abréger, 

(a) t=xDx-t-yDy-hzDj, t=zxu-hyv -hzvc, 

on aura 

(3) G = §/n/(r){e'-i), 



(4) 



H = S?«'/(K^'-^> 



la sommation qu'indique chaque signe Q s'étendant à tous les atomes m 
distincts de l'atome m. Ajoutons que Ton pourra, sans inconvénient, 
dans le second membre de la formule (4)» remplacer le rapport - par 
le trinôme 

'2 

c'est-à-dire par la somme des trois premiers termes du développement 
de e\ et supposer en conséquence la valeur de H déterminée, non plus 
par l'équation (4), mais par la formule . 

(5) H = |§^Dr/(r)(et-,-t-0. 

En effet, 

étant une fonction linéaire de u, (>, i^, les valeurs de 

DÎH, DJH, DiH, D,Dh.H, Du,D«H, D.D^H, 

tirées des formules (4) et (5), seront les mêmes et, par conséquent, on 
n'altère pas les équations (i) en substituant la formule (5) à la for- 
mule (4^- 

Supposons maintenant que le système de molécules donné soit 
homogène. Alors, dans les seconds membres des formules (4) et (5), 



382 MÉMOIRE SUR LES SYSTÈMES ISOTROPES 

développés suivant les puissances ascendantes et entières des lettres 
caractéristiques i/, (>, iv, les coefficients que renfermeront les divers 
termes pourront devenir indépendants des coordonnées ^, v, 5, et se 
réduire ainsi à des quantités constantes. C'est ce qui arrivera, en parti- 
culier, si les divers atomes ou points matériels, étant doués de masses 
égales, coïncident avec les nœuds d'un système réticulaire, c'est-à-dire 
avec les points d'intersection de trois systèmes de plans équidistant» 
et parallèles à trois plans fixes. D'ailleurs lorsque, dans les développe- 
ments de G et de H, les coefficients des divers termes se réduiront à 
des constantes, les seconds membres des formules (i), c'est-à-dire les 
valeurs des quantités représentées par JT, "y, 3 dans les équations (i) 
du paragraphe précédent, se réduiront à des fonctions linéaires de $♦ 
7], î^ qui seront en même temps fonctions explicites, non pas des coor- 
données x,y, s, mais seulement des lettres symboliques D^, D^, D,. 

D'autre part, lorsque, dans les équations (i) du paragraphe V, les 
seconds membres JT, "^j 3 se réduisent à des fonctions linéaires de i, 
Y), î^ qui sont en même temps fonctions symboliques de D^, D^,, D„ ces 
équations ne peuvent, quand les coefficients demeurent constants, 
devenir isotropes sans coïncider avec les formules 

/ D;^ = E$ + FD^u -h K(B,n - D,Ç), 
(6) ; D?r) = Er)-hFI)^'j-4-K(J)^Ç — D,0» 



DK = EÇ ^ ¥D,j H- K(Dyl - D:,t)), 
la valeur de u étant 

(7) u = D,Ç4-D^r)-hD,Ç 

et les expressions symboliques 

E, F, K 

étant des fonctions entières du trinôme 

Enfin, si dans les formules (6), (7) on remplace les lettres symbo- 
liques Dj,, D^, D, par les lettres u, t^, w et si, d'ailleurs, on pose pour 
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abréjçer 

li' -<- C* -4- iv' 

(8) h = !Lz:j—i^, 

2 

on trouvera, non seulement 

(9) u = //$-4- l'y) -h wÇ, 



mais encore 
















j 


DH 


= E^ 


-f-F 


«(«Ç + <'T) ■+■ 


«•0 


H-K(«'ï) 


-«'0. 


Co) 


D'Y) 


= Et) 


-l-F 


c(aÇ-i-ctn- 


.^-Ç) 


-l-K(«Ç 


-«^-a 


( 


DÎK 


= EC 


-hF 


t»'(«ç 4- fï) H- 


.,-0 


+ K(.'$ 


— «Y)), 



E, F, K étant trois fonctions entières de A. Donc, lorsque les équa- 
tions (i) seront isotropes, mais à coefficients constants, elles se con- 
fondront avec les équations (lo), en sorte que les seconds membres 
des unes et des autres devront être identiquement égaux. Donc alors, 
les fonctions de w, «^, tv, qui représenteront les coefficients symboliques 
des déplacements $, yj, ÎJ, dans les seconds membres des équations (i), 
devront se confondre avec les coefficients symboliques de ces mêmes 
déplacements dans les seconds membres des équations (lo); et, 
puisque le coefficient symbolique de $ dans la seconde des équa- 
tions (i) ne diffère pas du coefficient symbolique de t) dans la pre- 
mière, les coefficients de $ dans la seconde des équations (lo) et de yj 
dans la première devront encore être égaux entre eux. En d'autres 
termes, il faudra que Ton ait, dans les équations (lo), 

K=-K, 

par conséquent 

(11) K = o. ' 

De plus, cette condition étant remplie, et les équations (lo) étant 
ainsi réduites aux formules 

(12) { D;yî = Er)-hF r(//? -4. i^t) -^ «vÇ), 
DjK =EC -hF«v(/£$-hi'Y)-4-i^'Ç), 



38V MÉMOIRE SUR LES SYSTÈMES ISOTROPES 

ios seconds membres de ces formules devront coïncider eux-mêmes 
avec les seconds membres des équations (i). Or, cette coïncidence en- 
traînera les six conditions 

^ G + J);H-E4-FwS G-4-l);H = E4-Fi«, ^,^-l)^,H = E + Fc*'^ 

Il reste à examiner quelle est la forme que devront prendre les fonc- 
tions G, II pour satisfaire aux conditions (i3). 

J'observerai d'abord que, E, F étant par hypothèse des fonctions du 
trinôme 



ou, ce qui revient au même, des fonctions de A, il suffira, pour satis- 
faire aux conditions (i 3), de supposer les fonctions symboliques G, H, 
réduites elles-mêmes à des fonctions de h. En effet, dans cette hypo- 
thèse, les conditions (i 3), jointes à la formule (8), donneront 

(»4) 1)JH=^F, 

(i5) Gh-D/.H = E 

et se trouveront toutes vérifiées si G, H vérifient les formules (i4) 
et (i5 ). D'ailleurs, la valeur de H fournie par Téquation (5) s'évanouit 
avec ses dérivées de premier ordre D„H, DJl, D„,II, lorsque w, {f, w et, 
par suite, i s'évanouissent; et l'on satisfait à cette équation en même 
temps qu'à l'équation (i4) lorsqu'on prend 

(16) W—fJ'Ydli*', 

chaque intégration étant effectuée à partir de la limite A = o. Enfin, 
en supposant la valeur de H déterminée par la formule (16), on tirera 
de l'équation (i5) 

(17) G HT F - DaH = F - / F^/i, 

l'intégration étant encore effectuée à partir de A = o. 

Ce n'est pas tout; H devant, en vertu de la formule (i5), s'évanouir 
avec ses dérivées de premier ordre, pour des valeurs nulles de 1/, r, M^^ 
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les valeurs les plus générales de G et H qui satisferont en même temps 
à cette condition et aux formules (i3) ne pourront différer des valeurs 
fournies par les équations (iG) et (17). Car, si Ton nomme ç, S les 
accroissements qu'on devra faire subir à ces dernières valeurs pour 
passer aux valeurs générales de G et H, il faudra, pour satisfaire aux 
formules (i3), poser 

(18) ! &-^»î<?) = û, Ç^D35=0, g-^J)i5:=:o, 

I J)J)^/JzrzO, Du,D.,^=0, D„D,/) = 0, 

et de plus 5 devra s'évanouir avec ses dérivées de premier ordre D„S, 
UJ), D,^,5 pour des valeurs nulles de 1/, i^, (v. Or, pour vérifier en même 
temps cette dernière condition et les formules (18), il est nécessaire 
de supposer 

En résumé, si, dans les équations (i), c'est-à-dire dans les équa- 
tions linéaires et aux dérivées partielles qui représentent les mouve- 
ments infiniment petits d'un système unique de molécules, les coeffi- 
cients des dérivées des divers ordres se réduisent à des quantités 
constantes; a,lors, pour que ces équations deviennent isotropes, il sera 
nécessaire et il suffira que les fonctions symboliques G, H, déter- 
minées par les formules (3) et (5), se réduisent à des fonctions de la 
lettre symbolique 

, M* -+- ('* -+- W^ 

n ■=: : > 

2 

ou, ce qui revient au même, à des fonctions symboliques du trinôme 
^2^ ^.î^. ^,;î— Di-^ DjH- D|. 

D'ailleurs, cette condition étant supposée remplie, il suffira de 
poser 

(20) E = G-+-I)aH, f = djh 

pour réduire les équations (i) aux formules (12). 

OEuvres de C. — S. I, t. II. 49 
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Appliquées à la théorie de la lumière, les équations (12) repré- 
sentent les mouvements infiniment petits de l'éther dans ceux des 
corps isophanes qui ne produisent pas le phénomène de la polarisation 
chromatique. Dans les corps qui produisent ce remarquable phéno- 
mène, les vibrations de Téther se trouvent représentées non plus par 
les formules (12), mais par les formules (10). Je montrerai, dans un 
autre Mémoire, comment ces dernières formules se déduisent des 
équations à coefficients périodiques qui représentent les mouvements 
vibratoires de deux svstèmes de molécules ou de l'un d'eux seulement. 
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